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INTRODUCCION 


Objeto de la teoría de las probabilidades. Los sucesos 
(fenómenos) que observamos se pedon dividir en los tros 
tipos siguientes: ciertos, imposibles y aleaLorios. 

Se lama cierto el suceso que ocurrirá indefectiblemente, 
si se cumple un conjunto determinado do condiciones S. 

Por ejemplo, si un recipiente contiene agna a la presión 
almosférica normal y a la temporatnra de 20°, ol suceso de 
que ol engua dol recipiente so encuentra en estado líquido» 
os verdadero (cierto). Ln oste ejemplo, la presión atmosfé 
y la tomporatura dadas del agua constituyen el conjunto de 
condiciones $. 

Se lluna imposible (incierto o falso) el suceso yuc con cer- 
teza no ocurrirá si so cumple el conjunto do condiciones S. 

Por ejemplo, el suceso de quo el engun del recipiente so 
encuentra on estado sólido» no se producirá si se cumplo ol 
conjunto de condiciones del ejemplo anterior. 

So Ilama aleatorio el suceso que, cumpliéndoso el conjunto 
de condiciones S, o puode ocurrir, o bien dejar de ocurrir. 

Por cjomplo, si se arroja una moneda, ésta puede caer do 
manera que hacia arriba son o bien cara, o bien cruz. Por 030, 
el suceso do que eal arrojar la moneda caiga cara» es aleatorio. 

Cada suceso uloaLorio (fortuito), en particular, la caída 
de cara, se dobe a la acción de numerosas causas fortuitas (en 
muestro ejemplo: la fuerza con que se arrojó la moneda, la 
forma do la moneda, etc.). No se puedo toner on cuenta el el 
to de todas estas cansas en el resultado, ya que su número es 
lara lps roya WILASA are acói de RON debcono dá: 
Por eso, la teoría de la probabilidad no so plantoa prodocir 
si el suceso único Londrá lugar o no, es decir, no Lieno posibi- 
lidad de hacerlo. 

El problema es olr 
es posible observar 
condiciones $, es deci 


si se oxaminan sucesos nloatorios, quo 
cradamento al producirse las mismas 
si so trata de sucesos aleatorios seme- 
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jantes de masas. Resulta que, um número suficientemente 
grande de sucesos aleatorios semejantes, indopendientemente 
de su naturaleza concreta, obedece a leyes o regularidades de- 
terminadas, precisamente, a leyes de la probabilidad, La Leo- 
ría de lus probabilidadesse ocupa necesariamente de estas leyes, 

Por tanto, el objeto de la teoría de las probabilidades es el 
estudio de las leyes de la probabilidad de sucesos aleatorios 
semejantes en masa. 

Él conocimiento de las leyes, a Jas que obedecen los suce- 
sos aleatorios de masas, permite prever cómo ocurrirán estos 
sucosos. Por ejemplo, aunque, como so dijo antes, no se pue- 
de determinar de antemano el resultado de un solo arrojo de 
la moneda, pero sí es posible predecir, además con pequeño 
error, el número do apariciones do la cara, si la moneda es 
arrojada un número suficientemente grande de veces. Claro 
está que, en esto caso se supone que la moneda se arroja on 
idénticas condiciones. 

Los métodos de la teoría de las probabilidados se utilizan 
ampliamento en las distintos ramas de las ciencias naturales 
y de la técnica: en la teoría de la fiabilidad, la teoría del 
servicio de masas, en fisica teórica, geodesia, astronomía, 
teoría del tiro, teoría de los errores de observaciones, teoría 
1 de las comunicaciones 


planificación y organizaci 
procesos tecnológicos, el control preventivo y de recepción 
do la calidad do la producción y para muchos otros fines. 

En los últimos años los métodos de la teoria de las proba- 
bilidades penetran cada vezcon mayor amplitud en los distin- 
tos campos de la ciencia y la técnica, contribuyendo a su 
progreso. 

Breve información histórica. Los primeros trabajos, 
en los que tuvieron origen los conceptos fundamentales de la 
teoría de Jas probabilidades, se redujeron a las Lontativas de 
croar la teoría de los de azar (Cardano, Huygens, Pas- 
cal, Format y otros en los siglos XVI-XVII). 

La etapa siguiente de desarrollo de la teoría de las proba- 
bilidades está vinculada con el nombre de Jacobo Bernoulli 
(1654-1705). El teorema por él demostrado, que ulteriormente 
tomará el nombro do «Loy de los grandes números», fue la 
primera base teórica de los hechos acumulados antes. 
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Los progresos ulteriores de la teoría de las probabilidades 
se deben a Moivre, pito Gauss, Poisson, ete. 

El nuevo períado, el más fructífero, está relacionado con 
los nombres de 1”. L. Chebishev (1821-4894) y sus alumnos 
A. A, Markov (1850-1922) y A. M. Liapunov (1857-1918). 
Kn este período la teoría de las probabilidades se convierto 
en nun ciencia matemática ordenada. Sn desarrollo postorior 
se dehe, en primer término, a los matomáticos rusos y sovió- 
ticos (S. N. Bernshtein, V. E. Romanovski, A. N. Kolmogorov, 
A. Ya. Jinchin, R. V. Gnedonko, N. V. Smirnov, ete.). Actual- 
mbién, a los mutomáticos soviéticos 
ón de nuevas ramas de la teoria 


Parte primera 


Sucesos alcatorios 


Capítulo primero 


CONCEPTOS FUNDAMENTALES DE LA TEORIA 
DE LAS PROBABILIDADES 


$ 1. Experimentos y sucesos 


Hemos denominado el suceso como aleatorio, si al cum- 
plirse un conjunto determinado de condiciones $ éste puede 
ocurrir, o dejar de ocurrir. En adelante en lugor de decir que 
el «conjunto de condiciones S se ha efectuado», vamos a decir 
que ese ha producido el experimento». Do este modo, consi- 
deraremos el suceso como resultado del experimento. 

Ejemplo 1. Un tirador dispara al blanco, dividido en 
cuatro zonas. El disparo es ol experimento. El impacto en una 
zona determinada del blanco es el suceso. 

Ejemplo 2. En una urna hay bolíllas de color. De la urna 
tomamos al azar una bolilla. La extracción de la bolilla de la 
urna es el experimento. La aparición de una bolilla de un 
color determinado es el suceso. 


$ 2. Tipos de sucesos aleatorios 


Los sucesos se llaman mutuamente excluyentes, si la pro- 
ducción de uno de ellos excluye la aparición de los demás 
Sucesos en un mismo experimento 

Ejemplo 1. Do una caja de piezad so ha extraído al azar 
una de ellas. La aparición de la pieza standard (estándar) 
olímina la de la pieza no standard, Los sucesos de «aparición 
de la pieza standard» y de eaparición de la pieza no standard» 
son mutuamente excluyentes. 

Ejemplo 2. Se ha arrojado una moneda. La aparición 
de cara excluye la aparición de cruz. Los sucesos «aparición 
do cara» y «aparición de cruz» se excluyen mutuamento. 

Los sucesos se llaman únicamente posibles, si la aparición 
en el resultado del experimento de uno y solamente de uno 
de ellos es un suceso cierto. 
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Es ovidonte quo, los sucesos únicamente posibles son mit- 
tamente excluyentes. 

Ejemplo 3. Se han adquirido dos billetes de loteri: 
Indefectiblomento ocurrirá uno y solamente uno de los si 
guientes sucesos: «el premio cayó en el primer billete y no 
cayó en el segundo», esalió premiado ol segundo billete», vol 
premio cayó en ambos billotos», «ninguno de los billetes’ fuo 
premiados. Estos sucesos son los únicos posiblos. 

¡jemplo 4, Un tirador disparó al blenco, Obligatoria- 
mente ocurrirá uno de los siguientes dos sucesos: impueto 
o tivo perdido. Estos sucesos son Jos únicamente posiblos. 

Los sucesos so Llaman igualmente posibles, si xisto tu 
para suponer quo ninguno do estos Sucosos Lione más pos 
bilidad que los domás. 

Ejemplo 5. La aparición de cara y la aparición de 
al arrojar una moneda son sucesos igualmento posibles. 
En efecto, se supono que la monoda es do una sustancia homo- 
gónoa, tiene forma perfectamente cilindrica y la 
no influye en la caída do uno u otro lado de lu moneda. 

Ejemplo 6. La aparición de uno u otro número de puntos 
al tirar el dado son sucesos igunlmonto posibles. Kn efecto, 
so supone que el dado está hecho de una sustancia homogóncu, 
tiene forma de poliedro regular y Ja existencia de los puntos 
no influye en la caída de una u otra cara- 
$ 3. Definición clásica de la probabilidad 

La probabilidad es uno de los conceptos fundamentales 
de ln teoría de las probabilidades. Existen varias delinici 
nes de este concepto. Aquí se dará la definición llamada el 
sica. Más adelanto ($ 6) indicaremos lus deficiencias de esta 
definición y daremos otra definición (estadistica) de probabi- 
lidad que permite superar los inconvenientes de ln defini- 
ción clásica. 

Veamos un ejemplo, Supongamos que en una wena hay 

0 bolillas idénticas, bion mezcladas; además 2 de ellas son 
rojas. 8 azules y 2 blanca. Evidontomento, la posillidad de 
sacar al azar de la urna una bolilla de color (es decir, ro 
o azul) es mayor, que la posibilidad ile oxtraor la bolilla 
blanca. ¿Se podrá caracterizar esta posibilidad por wn nú 
mero? Resulta que, so puede, Prerisamente este. nimero se 
Mama probabilidad del suceso. Por tanto, la probabilidad es 
un número que caracteriza la posibilidad de quo se produ 
un Suceso. 
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Planteémonos dar una estimación cuantitativa de la posi- 
bilidad de que, la bolilla extraída al azar será de color. 
La aparición de una bolilla de color la consideraremos como 
suceso A. Cada uno de los resultados posibles del experi- 
mento (ésle consisto en extraer la bolilla de la urna), es decir, 
cada suceso, que puede ocurrir en la prueba, lo denominamos 
resultado elemental. Los resultados olementales los designa- 
mos por E, Ez Es, eto. En nuestro ejemplo son posibles 
los siguientes 6 resultados clementales (o indivisibles): E, 
apareció la bolilla blanca; £s, Es, apareció una bolilla roja; 
En Es Eq, apareció uno bolilla azul. 

So aprecia fácilmente que estos resultados son los única- 
mente posibles (obligatoriamente aparece una bolilla) e igual- 
mente posibles (la bolilla se extrae al azar, las bolillas son 
idénticas y bien mezclados 

Los resultados elementales, para los cuales se produce 
el suceso que nos interesa, los llamamos favorables a ese 
suceso, En nuestro ejemplo son favorables al suceso 4 (upa- 
rición de ima bolilla de color) los 5 resultados siguientes: 
En Ey En Es Eo 

La relación entre el número de resultados elemontales 
que son favorables al suceso 1 y su número total se lama 
probabilidad del suceso A y se designa por 2 (4). En el 
ejemplo considerado los resultados elementales son en Lotal 
ü, y de ellos 5 son favorables al suceso A. Por lo tanto, la 
probabilidad de que la bolilla escogida resulte de color, es 


igual a P (A) + 


El número hallado (probabilidad) da precisamente la 
estimación cuantitativa de la posibilidad de aparición de la 
bolilla de color, que nos propusimos hallar. 

Damos ahora la definición de probabilidad. 

So llama probabilidad de un suceso A la relación del nú- 
mero de resultados que son favorables a esto suceso al número 
total de resultados elementales únicos posibles e igualmonte 
posibles dol experimento. 

De este modo, la probabilidad dol suceso A se determina 
por la fórmula 


Pie, 


donde m es ol número de resultados elementales favorables 
al suceso A; n es el número de todos los resultados elementa- 
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les posibles de lo prueba. Aquí se supone quo los resultados 
elementales son únicamente posibles v igualmente posibles. 
Do la definición de probabilidad se deducen sus siguientes 
propie 
1. La probabilidad de un suceso cierto es igual a la unidad. 
En efecto, si el suceso es verdadero, cada resultado olo- 
mental de una prueba es [avorable al suceso. En esto caso 
m = n y, por lo tanto, 
mos 
Pa=t=L 
2. La probabilidad de un suceso imposible es igual a cero. 
En ofocto, si el suceso cs imposible, ninguno de los resul- 
tados elementales de la prueba es fuvorable ul suceso. En 
este caso m = 0 y, por lo tanto, 


Pa==20. 


3. La probabilidad de un suceso aleatorio es un número po- 
sitivo, comprendido entre cero y la unidad. 

En efecto, sólo una parte del número total de resultados 
clemontales de la prnoba es favorable al suceso aleatorio. 
En este caso, 0 < m < n, valo decir, 0< H<1 y, por lo 
tanto, 

0<P(A)<i 

Así, la probabilidad de cualquier suceso satisfaco Jas des- 

igualdades 
0<P(4)<1. 


Más adelante se exponen los Leoremas, quo simplifis 
considerablomento la resolución de muchos problemas. Mio: 
tras tanto damos ejemplos, para la resolución do los cuales 
su utiliza solamente la dofinición de probabilidad. 


$ 4. Ejemplos de cálculo directo de probabilidades 


Ejemplo 1. Al marcar ol número do telófono, ol abonado 
se olvidó una cifra y la marcó al azar. Hallar la probabilidad 
de que se ha marcado la cifra nocosar 

soLucion, Designamos por A el sucoso 
cifra necesaria. 

El abonado pudo marcar cualquiera de las 30 cifras, por 
eso el número total de resultados elementales posibles es 10. 
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aber marcado la 


Estos resultados son únicamente posibles (unn de las cifras 
se ha marcado obligatoriamente) o igualmente posibles 
(cifra marcada al azar). 

Sólo un resultado es favorable al suceso A (la cifra nece- 
saria es sólo una). 

La posibilidad buscada es igual a la relación ontre el nú- 
mero de resultados, que favorecen al suceso, y el númoro 
de todos los resultados elementales 


Pl) => 


Ejemplo 2. Al marcar el número de teléfono, el abonado 
so olvidó las dos últimas cifras y, recordando solamente que 
estas cifras son diferentes, las marcó al azar. Hallar la proba- 
bilidad de que se han márcado las cifras necesarias. 

souco. Designamos por 8 el suceso de haber marcado 
las dos cifras necesarias. 

En total es posible marcar tantos pares de distintas cit- 
ras, como se puedan formar de diez cifras tomadas de a dos, 
es decir 43, = 10-9 = 90. Por consecuencia, el número 
total de resultados elementales posibles es igual a 90. Estos 
vesultados son únicamente posibles e igualmente posibles. 
Sólo un resultado es favorable al suceso B. 

La probabilidad buscada es igual a la relación del número 
de resultados, que son favorables al suceso, al número de to- 
dos dos resultados elementales: 


PB) =p + 


Ejemplo 3. Indicar el error de la «solución» del problema: 
«So han tirado dos dados. Hallar la probabilidad de que ln 
suma de puntos aparecidos sea igual a 4 (suceso A)». 

soLucion. En total son posibles 2 respuestas del experi- 
mento: la suma de puntos aparecidos es igual a 4, la suma 
de puntos aparecidos no es igual a 4. Puesto que al suceso A 
es favorable un resultado, y el número total do resultados os 


igual a dos, la probabilidad buscada es P (4) ==. 


El error de esta solución reside en quo, los resultados exa- 
minados no son igualmente posibles. 

SOLUCION CORRECTA. El número total de resultados 
igualmente posibles del experimento es igual a 6-6 = 36 
(cada número de puntos aparecidos on un dado se puede com- 
binar con todos los números de puntos del otro dado). Entre 
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estos resultados favorecon al snceso A sólo 3 resultados: 
(1; 3), (3; 1), (2; 2) (entre paréntesis se indicon los puntos 
aparecidos). Por lo tanto, Ja probabilidad buscada os 


1 
Pla => 

elo 4. En una partida do 10 
zadas, Tallar la prob 
madas al azar tondarizadas, 

SOLUCION, ro total de resultados elementales 
posiblos de la pruoba es igual al número de maneras, con los 
cuales se pueden extraer 6 piezas de 10, es decir, al número 
a combinaciones de 10 elomontos tomados de a f por voz 
GAN 

Calculamos el númoro de resultados fa 1eoso A 
que nos interesa, entre seis piezas tomadas al azar exacta- 
mente 4 son estandarizadas: las 4 piezas standard so pueden 
tomar de 7 piezas standard do C$ maneras; on osto caso las 
demás 6 — 4 = 2 piezas deben ser no standard; 2 piezas no 
standard se pueden tomar de 10 — 7 = 3 piezas no standard 
de C$ maneras. Por lo tanto, el oro de resultados favora- 
bles es igual a C$-C3. La probabilidad buscada es igual a la 
relación del número de resultados favorables al suceso, al 
número de todos los resultados elementales: 


jiezas hay 7 estandari- 
entre sois piezas 1o- 


$ 5. Frecuencia relativa. Estabilidad de la frecuencia 
relativa 


La frecuencia relativa, dol mismo modo que la probabi- 
lidad, corresponde a los concoptos fundamentales do la teoria 
do las probabilidades. 

Se llama frecuencia relativa dol suceso la relación del 
número de experimentos o pruebas, en los cuales el suceso 
ha aparecido, al número total de prnebas realmento efectma- 
das. Do esa manera, la frocnoncia relativa dol suceso A se 
determina por la fórmula 


wat, 


donde m es el número de apariciones del suceso, n es cl número 
total de pruebas, 

Comparando las definiciones de probabilidad y de fre- 
cuencia relativa, deducimos: la definición de probabilidad 
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no exige que en realidad se efectúen los experimentos; en 
tonto que la definición de frecuencia rolativa presupono que 
los experimentos fueron verdaderamente realizados. En otras 
palabras, la probabilidad se calcula antes del ezperimento, 
mientras que la frecuencia relativa, después del experimento. 

Ejemplo 1. La Sección de control técnico descubrió 3 
piezas no standard entre 80 piezas tomadas fortuitamente. 
La frecuencia relativa do aparición de las piezas no 
standard es 


wma. 


Ejemplo 2. Se han efectuado 24 tiros al blanco, registrán- 
dose 19 impactos. La frecuencia relativa de impacto al blanco 
es 
19 


1(4)= 


Observaciones prolongadas demostracon que si las prue- 
bas so realizan en iguales condiciones. en cada nna de las cua- 
les el número de experimentos es suficiontemente grande, la 
frecuencia relativa exterioriza la propiedad de estabilidad. 
Esta propiedad consiste en que en distintas pruebas la frecuen: 
cia relativa raria poco (tanto menos. cuanto mayor es el nú- 
mero de experimentos realizados), oscilando alrededor de cierto 
número constante. Resulta que este número constante es la 
probabilidad de aparición del suceso. 

Por consecuencia, si mediante la prueba so ha establecido 
la frecuencia relativa, el número obtenido se puede tomar 
como valor aproximado de la probabilidad. Más adelante se 
expondrá con detalle y mayor precisión la ligazón entro la 
frecuencia relativa y Ja probabilidad. A contimmación 
ilusteraremos la propiedad de estabilidad en ejemplos. 

Ejemplo 3. Según datos estadísticos suecos la frecuencia 
relntiva de nacimiento de niñas por mes en el año 1935 se 
caracteriza por los números siguientes (los números están 
dispuestos en orden de sucesión de los meses, comenzando de 
enero): 0,486; 0.450; 0,490; 0,471; 0,478; 0,482; 0,462; 0,484; 
0,485: 0,491; 0,482; O. 

La frecuencia relativa oscila alrededor del número 0,482, 
que puedo admitirse como valor aproximado do la probabi- 
lidad de nacimiento de niñas. Cabo hacer notar quo los 
datos estadísticos de distintos países dan aproximadamente 
el mismo valor de la frecuencia relativa. 


Ejemplo 4. Kopetidamente se realizaron pruebas de arroja- 
miento de la moneda, en las que se contaron ol número de apn- 
rición de cara. En la tabla 1 se dan los resultados do 


varias pruebas. 
Tabia 1 


amero de 
"aparición 


Freruenela 


atiae mianya 


0,3069 


Aquí las frecuencias rolativas se desvían un poco del nú- 
además, tanto menos cuanta mayor es e) número de 
is. Por ejemplo, para 4040 pruebas la desvia es 
igual a 0,0069 y para 24000 pruebas, sólo n 0,0005. Tenion- 
do en cuenta que la probabilidad de aparición de cara al 
arrojar la moneda es igual a 0.5, nurvamente comprobamos 
que la frecuencia relativa oscila alrededor de la probabili- 


$ 6. Insuficioncia de la definición clásica de la probabilidad. 
Probabilidad estadística 


La definición «clásicas de la probabilidad presupone que 
el número de resultados elementales de la pruoba es finito, 
En la práctica, con mucha frecuencia se encuentran pruebas, 
cuyo número de resultados posibles es infinito. En estos ensos 
la definición clásica es inaplicable. Ya esta circunstancia 
indica la insuficiencia de la definición clásica. En realidad, 
ol inconveniente indicado puedo sor ovitado mediante lu 
respectiva generalización de la definición de probabilidad. 

La parte débil de la definición clásica consiste en que 
muy froouentemento no se puede imaginar ol resultado de la 
prueba en forma de un conjunto de sucesos olemontalos. 
Aún os más difícil indicar los fundamentos que permiten 
considerar los sucesos elementales como equiprobablos, 
Goneralmento sobre la cquiprobabilidad de los resultados 
olementales de la prueba se deduce de las consideraciones de 
simotría. Así so presonta, por ejemplo, al tirar na dado, enan- 
do se supone que el dado tiene la forma de nn políodro (cubo) 


A 


rogular. Sin embargo, los problemas, en los cuales se puede 
partir do las consideraciones de simetría, en la práctica se 
encuentran muy raramonte. 

Por este motivo, a la par de la definición clásica se uti- 
liza también la definición estadística de la probabilidad, 
admitiendo como probabilidad del suceso la frecuencia rela- 
tiva o un número próximo a olla. Por ojemnlo, si como rosul- 
tado de un número suficientemente grande do pruebas apareco 
que la frecuoncia i 
so puede admitir 


como probabilidad estadística del suceso. 


Problemas 


1. En una caja hay 50 piezas idénticas, 5 do las cuales ostán pin- 
tadas. Extenemón maa pieza al azar. Hallar la probabilidad de quo ln 
pinza oxtraíla resulte pintada. 


Respuesta p = 0.4. 


laxo, hallas la probabilidad de que aparezca un núme- 


2. "Tirado 
ro par de puntos. 
Respuesta p = 05, 


3. Los participantes de un sorteo sacan de una caja fichas numo- 
radas idesdo 1 hasta 100. Hailar la probabilidad de que la primera ficha 
oxtraída al azar no contiene la cifra 5. 


Respuesta p = 0,84. 


4. Fn una bolsa hay % eubos idénticos. En todas las caras de cada 
cubo está escrita nma de las letras siguientes: o, p, 7, 5, t Hallar la 
probabilidad de que en los cubas extraídos de a uno por vez y dis- 
Puestos een una líneas so pueda leer la palabra esports. 


ARA PA > 


5. En cada nna de las sois tarjetas idénticas está impresa una de las 
letras siguientes: a. t m. 7, 8, e. Los tarjetas están hien mezclada: 
Mallas la probabilidad Me que en cuatro tarjetas extraílas de a una 
por vor y dispuestas «en una línea», so pueda leor la palabra stress 

Ei 

Respuesta. p=- == + 


is caras están pintadas, so ha dividido en mil cubos 
¡limensión y se han mezclado cuidadosamente. 

Ji ye el cubo torando el azar: tendrá las caras 
€) tres. 


h) 0,0: 


7. Do mo juego completo de 2A fichas do dominó bien mezcladas 
se ha extraído al azar wpa ficha. Hallar la probabilidad de que la sogun- 


235 


5, Un cuba, en 
más pequeños de 
Hallar la prohabil 


pintadas 5) uma; DY doss 
Respuestas a) 038 


) 0,008, 


da ficha tomada al azar se pueda juntar a la primora, sl ésa: a) rosul- 
ta el doble; b) no es el doble, 


Respuestas a) ph; 0) e 


R. Sobre el oje común dle una cerradura hay cinco discos, cada uno 
de los cunlos está dividida on seis sectores con distintos lotras incriptas 
en ellos. La cerradura so abro sólo cnando cada disco ocupa una posi- 
«orminada con respecto al cuerpo dle la cerradura. Hallar la pro- 
jad do que, al instalar arbitrariamente los discos ln cerradura 
pueda ser abiort: 


poema 


9, Ocho libros diferentes se 

la probabilidad de que dos libros. 
CT] 

Respuesta == + 


10. (Ina pequeña biblioteca está formada de dioz libros diferentes; 
además, cinco libros cuestan 4 rublos cada uno, tres libros, a un rublo 
cado uno y dos libros. a 3 rublos c/u. Hallar la probabilidad de que dos 
fibrae tomallos al azar cuesten 5 rublos. 

A 

Cin 5 
En ln partida de 400 piezas la sección de control técnico descu- 
3 piezas no estandarizadas. ¿Cnál es la frecuencia relativa de apa- 
rición de las piezas no estandarizadas? 


Respuesta w = 0.05, 


12. Al hacer fuego con wn fusil. la frecuencia relativa de impacto 
al blanco resultó igual a 0,85. Hallar el número de impactos, si en total 
se efectuaron 120 disparos. 


Respuesta 102 impactos. 


nen al asar en un estante, Hallar 
terminados resulton puostos juntos. 


Respuesta p= 


Capítulo segundo 


TEOREMA DE LA ADICION DE PROBABILIDADES 


$ i. Teorema de la adición de probabilidades de sucesos 
mutuamente excluyentes 


Se llama sumo A + B de dos sucesos A y B el suceso, com- 
puesto de la aparición del suceso A o dol suceso B, o ambos 
sucesos. 

Por ejemplo, si do un arma se han hecho dos disparos, 
siondo A el impacto en el primer disparo y B, el impacto en 


ol segundo disparo, tendremos que A + B es el impacto en 
el primer disparo, o en el segundo, o bien en ambos disparos. 

En particular, si dos sucesos A y B se oxcluyon mutua- 
mento, A + B cs wn suceso compuesto de la aparición de 
uno de esos sucesos, indiferentemente cual de ellos sea. 

Se llama suma de varios sucesos el suceso compuesto de la 
¡ción amino sea do wno de estos sucesos. 
jemplo, el suceso A + 1% + C está compuesto do la 
aparición de wno de los sucesos siguientes: A, B, C; A y B; 
Ayci Byc; AyR yC. 

Supongamos que los sucesos A y B so excluyen mutua- 
mente: además, están dadas las probabilidades de estos suco- 
sos. ¿Cómo hallar la probabilidad de que ocurrirá el suceso A, 
o el 4ucoso A? La respuesta a esta pregunta la da ol teorema 
de ln adición. 

Teorema. La probabilidad de que ocurra uno de los dos suce- 
sos que se excluyen recíprocamente, indiferentemente cual de 
ellos, es igual a la sima de las probabilidades de esos sucesos: 

P(A + B) = P (A) + P (B). 

mwmosrnacion. Designamos por: 

n, el número total de resultados elementales posibles del 
exporimento; 

may el número de resullados, que favorecen al suceso A; 

ms, el número de resultados, que favorecen al suceso B. 

Ef número do resultados olementales que favorecen a la 
producción del suceso 4, o del suceso B, es igual a m, + my. 

Por lo tanto, 


P(A+ BS E ag, 


Teniendo en cuenta que HL = P (4) y HP (B), obte- 

nomos finalmente 
P (A -+ B) = P (A) + P (B). 

Corolario. La probabilidad de que ocurra uno de varios 
sucesos que se excluyen reciprocamente a pares, indiferente- 
mente cuál de ellos, es igual a la suma de las probabilidades de 
estos sucesos: 

DÍA HAs HA) = P (A) APANE.. 
sea + P (An). 

mwmosrnaciow, Examinemos tros sucosos A, B y C. 
Puesto quo los sucesos considerados se excluyen mutuamente 
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a pares, la aparición de uno de los tres sucesos A, B yC, equi- 
valo a la producción de uno de los dos sucesos A + B y C, 
por eso, en virtud dol teorema indicado, 


P(A +B +C) = P (A + B) +C) = 
= P (A + B) + P (C) = P (A) + P (B) + P (C). 


Para un número arbitrario de sucesos mutuamente exclu- 
yentes a pares la demostración se realiza por el método de 
inducción matemática. 

Ejemplo 1. En una urna hay 30 bolíllas: 10 rojas, 5 azu- 
los y 15 blancas. Hallar la probabilidad de aparición de una 
bolilla do color. 

soLuciox. La aparición de una bolilla de color significa 
la aparición de una bolilla roja o azul. 

La probabilidad de aparición de una bolilla roja (suceso A) 


es 


30 i 
Pa 
Laprobabilidad de aparición de una bolilla azul (suceso B) 
es 


Pm. 


Los sucesos A y B se excluyen recíprocamente (la apari- 
ción de la bolilla de un color excluye la aparición de una bo- 
Jilla de otro color), por eso el teorema de la suma es apli- 
cable, La probabilidad buscada es 


PARDO) =P (RP (=P hh 


Ejemplo 2, Un tirador tira al blanco, dividido en tres 
zonas. La probabilidad de impacto en la primera zona es 
igual a 0,45, on la segunda, 0,35. Hallar la probabilidad de 
que ol tirador con un disparo hace impacto o bien en la pri- 
mora zona, o bien en la segunda. 

soLucioN. El suceso A, ocurre cuando «ol tirador hace 
impacto en la primera zona», y B, cuando «el tirador hace 
impacto en la segunda zona» se excluyen mutuamente (el 


impacto en una zona exclu pacto en lu otra), por eso 
ws aplicable el toorema do la adición. 
La probabilidad buscada es 


P (A + B) = P (4) + P (B) = 0,45 + 0,35 = 0,80. 


$ 2. Grupo completo de sucesos 


So llama grupo completo el conjunto do sucesos única- 
mento posibles del experimento. 

Ejemplo 1. Un tirador haco 2 disparos al blanco. Los 
sucusos A, (un impacto), Ay (2 impactos) y A; (tiro fallado) 
forman un grupo completo. 

"Teorema. La suma de las probabilidades de los sucesos Ay, 
Aa + + sı An, que forman un grupo completo, es igual a la uni- 

jad: 


P (A) + P (4) +... + P (4a) = 1. 


pemosriacios. Ya que la aparición de uno de los 


sucesos del grupo completo es cierta, y la probabili de 
un suceso cicrto es igual a la unidad, tendremos quo 
PA dad do de O 


Dos sucosos cualesquiera del grupo total se excluyen mu- 
Luamento, por eso se puede aplicar el teorema de la adición: 


P(A, + Aat. H An) = P (4) + P (43) + 
Feer +P (A) qee 


Confrontando (*) y (**), obtenemos 
P(A) +P ADH. H P (An) 1. 


Ejemplo 2. EI contro do consulta de un instituto recibo 
paquotes con trabajos do control desdo las ciudades A, B y C. 
La probabilidad de recibir un paqueto do la ciudad 
A os igual a 0,7, do Ja ciudad B, igual a 0,2. Hallar la pro- 
bnbilidad de que el paquete siguionto so recibirá de la 
ciuda C. 

sion. Los sucesos eun paquoto ha sido recibido do 
la ciudad As, sun paquoto ha aldo recibido do la ciudad De 
y «un paquele ba sido recibido do la ciudad C» forman un 
Erupo completo, por eso, la suma de las probabilidades de 
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stos sucesos es igual a la unidad: 
07+024+p=1. 

Do donde, la probabilidad buscada es 
p=1-09=01. 


$ 3. Sucesos opuestos 


Dos sucesos únicamente posibles que formon un grupo 
completo se llaman opuestos. Si uno de los dos sucesos opues- 
Los so designa por A, el otro se admite on dosignar por A. 

Ejemplo 1. ÈI impacto y el fallo en el tiro al blanco son 
sucesos opuestos. Si A es el impacto, A os el Liro fallado. 

Ejemplo 2. De una caja se ha tomado al azar una pieza. 
Los sucesos «apareció una pieza standard» y «npareció una 
pieza no standard» son opuestos. 

Teorema. La suma de las probabilidades de sucesos opues- 
tos es igual a la unidad: 


PHPD 


Deuosrracios. Los sucesos opuestos forman un gmpo 
completo, y la suma de las probabilidades de los sucesos que 
forman un grupo completo es igual a la unidad ($ 2). 


p=g=t 
Nota. 1. Si la probabilidad de uno de los dus sucesos opuestos su 
«esigna por p, la probabilidad del otro suceso se designa por q. De esto 


modo, en virtud del t 


Ejemplo 3. La probabilidas sorá lluvioso 
es p = 0,7. ¿Cuál es la probabilidad de que el día sea claro? 

'sonucion. Los sucesos «día lluvioso» y edia claro» son 
opuestos, por eso la probabilidad buscada es 


q=1—p=1-07=03. 


Nota 2. Al resolver el problema do hallar la probabilidad dol suce- 
so A, de ordinario convione al principia calcular la probabilidad dol 
suceso A, y dospués hallar la probabilidad buscada por la fórmula: 


Pia) =1—P (A). 


plo 4, En una caja hay n piozas, do las cuales m 
son standard. Hallar la probabilidad de que entre k piezas 
extraídos al azar hay aunque sea una standard. 

soLucioN. Los sucesos «entre las piezas extraídas hay 
aunquosca un standard» y sentre las piozas extraídas no hay 
ni wna slandardo son opuestos. Designamos ol primer suceso 
por A, y el segunda por A 

Evidentemente 


P(4)=1—P(A). 


Hallamos / (T). El número total de maneras, mediante 
las cualos so puodon extraer Æ piezas do n piezas, es igual a Ch. 
El número de piezas no standard os igual a n — m; do esto 
número de piozas se puedon de CA. maneras oxtraer X piezas 
no standard. Por eso, la probabilidad de que ontre lus Æ pio- 
gustara ganando, ul (0) E 


Lu probabilidad buscada es 


PA) 


A o 
PA. 


$ 4. Principio de imposibilidad práctica de sucesos poco 
probables 


Al resolvor muchos problemas prácticos se Lropiezan coi 
sucesos, cuya probabilidad es muy poca, es decir, próxim 
a coro, ¿Podría considerarse que el suceso poco probablo A 
no ocurrirá on una tentativa única? No se puede hacor tal 
deducción, ya que no se excluye, anne os poco probablo, 
«ue ol suceso A ocurrirá, 

Aparentemonto, no es posible predecir si ocurrirá o no 
uu suceso poco probable on una te va (experimento). 
Sin vmbargo, la Irga esperiencia muestra que el suceso poco 
probablo vn unn tentativa única ou lu mayoría do los casos 
no ocurco. Basándose en oste hecho so adwito ol siguiente 
«principio de imposibilidad práctica de los sucesos poco pro- 
Diablos sè un suceso aleatorio tiene muy pora probabilidad 
de que ocurra, prácticamente se puede considerar que en una 
tentativa única este suceso no ocurrir 

Naturalmente surge la pregunta: ¿cuán poca debo ser la 
probabilidad de un suceso para poder considerar que es im- 


E 


posible que ocurra en un experimento? A estu pregunta no 
se puede responder simplemente, Las respuestas para los 
distintos problemas serán dilorentes. Por ojemplo, si la pro- 
babilidad de que el puracaidas no se abro ul saltar, es igual 
a 0,01, sería inadmisible utilizar semejante paracaídas, 
Si la probabilidad de que un tron de largo recorrido Jloguo 
con rotardo es igual a 0,01, prácticamente so puedo tenor la 
cortidumbre de que el tren arribará a Liempo. 

La probabilidad suficientemente pequeña, para la cual 
(en un problema dado) el suceso puede considerarse prác- 
ticamonto imposible, so llama nivel de siguificación. Do ordi- 
nario, en la prá o utilizan niveles de significación com- 
prondidos entre 0,01 y 0,05. El nivel de significación, igual 
a 0,01, so lama de uno por ciento; el nivel do significación, 
igual a 0,02, se Ilama de dos por ciento, ete. 

Cabo señalar que ol principio aquí examinado permite 
prodecir no sólo los sucesos, que tienen poca probabilidad, 
sino también los sucesos, cuya probabilidad es próxima a la 
unidad. En efecto, si el suceso A tiene una probabilidad pró- 
ma a cero, la probabilidad del suceso opuesto Ñ es pró- 
ximo a la unidad. Por otro lado, la no aparición del suceso 4 
significa la aparición del suceso opuesto F. De este modo, 
del principio de imposibilidad de los sucesos puco probables 
so deduce el siguiente corolario importante para lus aplica- 
ciones: st un suceso alenterio tiene probabilidad muy próxima 
a la unidad, prácticamente se puede considerar que este suceso 
ocurrirá en un experimento. Está claro que lambién aquí 
la respuesta a la pregunta. cuál probabilidad hay quo consi- 
dorar próxima a lo unidad, depende de la naturaleza del 
problema. 


Problemas 


1, A cada 10 000 billetes de lotería so juegan 150 premios on objo- 
tos y 50 premios on dinero. ¿Qué propabilidad tiene de ganar, indi 
routomonte dinero u objeto, el poseedor do un billete de lot 


Respuesta p = 0,02. 


2. La probabilidad de que un tirador on un disparo marque 10 pun- 

tos os igual a 0,4; la probabilidad do marcar 9 puntos es igual o 0. 

la probabilidad do marcar 8 o menos puntos es igual a 0.6. ¿Cuál 

la probabilidad de que en un disparo el tirador marque no menos de 
puntos? 


Respuesta p = 0,4. 


32 


3. En un loto de 10 piezas 8 son standard. Hallar la probabilidad 
lo quo entro 2 piezas tomadas al azar eunquo sea una es standard. 
44 
-7 
4. En una caja hay 10 piozas, entro las cuales 2 son no standard. 


¿Cual os la probabilidad do que entro piezas escogidas al azar no más 
le una resulto una pieza no standard: 


Respuesta 


Respuesta p=h. 


E 
Advertencia. SL A significa quo no hay ninguna pieza no standard 
y D, hay una pieza no standard, tondremos quo 


PAR (040 


5, Los sucesos A, B, C y D forman un sistema completo, Las 
probabilidades de los sucesos son: P (4) = 0,1; P (8) = 0,4; P (C) = 
== 0,3. ¿A qué es igual la probabilidad del suceso D 


Respiiesta P (D) = 0,2. 


6. Según datos estadisticos de un taller do reparaciones, cn ua 
promedio de 20 paradas de un torno, se cncuentran: 10 para cobia la 
cuchilla; 3 dobido al mal estado de la transmisión; 2 por el suministro 
a iempo de la pieza bruta. Las demás paradas ocurren por otros 
motivos. ¿Cual os la probabilidad de parada del torno por otros moti- 
vosi 


Respuesta p = 0,25. 


Capítulo tercero 


TEOREMA DEL PRODUCTO DE PROBABILIDADES 


$ 1. Sucesos independientes y dependientes 


Dos sucesos se llaman independientes, cuando la probabi- 
lidad de uno de ellos no depende de la aparición o no del 
otro. 

Ejemplo 1. Una moneda se arroja 2 veces. La probabili- 
dad do que aparezca cara en la primera prueba (suceso 4) 
no depende de la aparición o no aparición de cara en la se- 
gunda prueba (suceso 8). A su vez, la probabilidad de que en 
la segunda prueba caiga cora no depende del resultado de la 
primera prueba. En consecuencia, los sucesos A y B son inde- 


Ejemplo 2. En una urna hay 5 bolillas blancas y 3 negras. 
So oxtrae una bolilla al azar. Evidentemento, la probabili- 
dad de quo aparezca una bolilla blanca (suceso A) es igual 


a $ La bolilla extraida so vuelvo a tirar en la urna y so ropito 
la prueba, La probabilidad de quo aparezca una bolilla blanca 
en ja segunda Lentativa (suceso Æ), como antes, es igual a $ 


y no dependo del resultado de la primera prueba. A su vez, 
la probabilidad de extraer una bolilla blanca on Ja prim 


a 
tontativa no depende del resultado do la soguada tontaliva. 


Por tanto, Jos sucesos A y 4 son independientes. 

Varios sucesos se denominan independientes por parejas, 
sı cada dos de ellos son independientes. 

Ejemplo 3. Una moneda se arroja 3 veces. Supongamos que 
l, B, y C son los sucesos, que constituyen la aparición du 
cara respectivamente en la primera, segunda y Lercuta pruo- 
bas, Está claro que, cada par de sucesos considorados (es 
decir, A y 1, A y C, £ y C) son indopendientes. Do esto modo, 
los sucesos A, Æ y C son independientes por parejas (de dos 
en dos). 

Dos sucesos so llaman dependientes, cuando la probabili- 
dad de que ocurra uno de ellos depende de que ocurra o no 
el otro suceso. 

Ejemplo 4. En una caja hay 100 piezas: 50 standard y 
20 no standard. Se toma al azar una pieza, sin volverla a colo- 
car on la caja, Si apareció una pieza standard (suceso 4), 
la probabilidad do extraer una pieza standard on la sogunda 


tuntativa (suceso 45) es P (8) =p; si on la primera Lent: 
va se extrajo una pieza no standard, la probabilidad 2 (4) = 
50 


=>. 
Por lo tanto, la probabilidad de que ocurra el sucuso 4 
depende de que ocurra o no el suceso A. Los sucesos A y L 


son depondiontes. 


$ 2. Teorema del — producto de probabilidades de sucesos 
independientes 

So llama producto de dos sucesos el y B ol suceso AU, cons- 
tituido por la aparición simultánea de estos sucesos. 

Por ejemplo, si una caja contiene piezas producidas en 
lus fábricas N° 4 y N° 2, y A es la aparición de una pieza 
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slandard, B es una pieza producida en la fábrica N° 1, ten- 
dremos que AB os la aparición de una pieza standard de la 
fábrica N° 4. 

Se lama producto de varios sucesos el suceso compuesto 
de la aparición simultánea de todos estos sucesos. Por ejem- 
plo, el suceso ABC está compuesto de Jos sucesos simultá- 
ncos A, B y C. 

Supongamos que los sucesos A y B son independientes; 
además, se conocen las probabilidades de estos sucesos. 
¿Cómo hallar la probabilidad de simultaneidad do los suce- 
sos A y B? La respuesta a esta pregunta la da el teorema del 
producto. 

Teorema. La probabilidad de que aparezcan simultánea- 
mente dos sucesos independientes es igual al producto de las proba- 
bilidades de estos sucesos: 


P (AB) = P (4)-P (B). 


DEMOSTRACION. Introducimos las designaciones: 

n, número de resultados elementales posibles do la prueba, 
en los cuales el suceso -i puede ocurrir o no; 

21, número de resultados favorables al suceso 4 (1, < n); 

m, número de resultados elementales posibles de la prue- 
en los cuales el suceso B puedo ocurrir © no; 
111, número de resultados favorables al suceso B (m, < m). 
El nómoro total de resultados elementales posibles del 
experimento (en los que ocurren Al y B, o bien A y B, o bien A 
y B, o bien A y B) es igual a mn. En cfocto, cada uno de los n 
resultados, en los que el suceso A ocurre o no, puede combi- 
narse con cada uno de los m resultados, en los que el suceso B 
aparece o no. 

De oste número mm, resultados son favorablesa la simul- 
taneidad de los sucesos A y B. En realidad, cada uno delos 
1, rosultados favorables al suceso A, puede combinarse con 
cada uno do los m, resultados favorables al suceso B. 

La probabilidad de que los sucesos A y 8 ocurran simul- 
táncamente es 


P (AB) = E m BL. 


Tomando en consideración que LL = P (4) y L a P(B), 
finalmente obtonemos: 
P (AB) = P (4)-P (B). 
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Para generalizar el teorema del producto a varios sucesos, 
introducimos el concepto de independencia de los sucesos on 
el conjunto. 

Varios sucesos se llaman independientes en el conjunto, 
sí cada uno de ellos y cualquier combinación de los demás 
sucesos (que contiene todos los restantes sucesos, o parte do 
ellos) son sucesos independientes. lor ojomplo, si 
A Az y Aly son indopondientes on el conjunto, Lendromos 
que son independientes los sucesos: Ay, Y Az, A, Y Am Az 
Y Ay AJÁs Y An Aiha Y Ayo Arda y Ao 

Cabe hacer notar quo, si varios sucesos son independien- 
tos de dos on dos, eso aún no significa su independencia on 
el conjunto. En esto sentido, el requisito do indopendencia de 
los sucesos on ol conjunto es mayor que el roqnisito de su inde- 
pendoncia por parejo. 

Aclaremos lo dicho con un ejemplo. Supongamos quo en 
una urna hay 4 bolillas piutadas: 1 de color rojo (4), 1 de 
color azul (B), 1 de color negro (C) y Á de estos tres colores 
(ABC). ¿A qué es igual lo probabilidad /* (4) de quo la boli- 
Ma escogida de la urna es de color rojo? Puesto que de las cun- 
tro bolillas dos tienen color rojo, tendremos que P (4) = 


—2=2. Con análogo razonamiento, hallamos: P (D) =$, 
4 
PCO =- 
Supongamos ahora que la bolilla escogi 
azul, es decir, que el suceso Æ ya ocurrió. ¿Cambia la proha- 
bilidad de que la bolilla escogida tiene color rojo, es decir. 


existe la probabilidad del suceso A? Do dos bolillas, quu 
tionen color azul, una bolilla tiono Lawubién color rojo, por 


eso la probabilidad del suceso A, como antes, es iguala 


tiene color 


Por consecuencia, los sucesos A y Ø son independiente 

Kazonandodo manera análoga, deducimos que los sucesos 
A y C, B y C son independientes. Do osto modo, los sucesos. 
A, B y C son independientes de dos en dos. 

¿Serán indopendiontes estos sucesos em ol conjunto? 
Resulta que no. En efecto, supongamos que la bolilla extrai- 
da tiene dos colores, por ejemplo, azul y negro. ¿Cuál os lo 
probabilidad de quo esta bolilla tonga también color rojo? 
Puesto que sólo una bolilla está pintada con los tres colores, 
la bolilla extraída tieno también color rojo. Ln consecuencia, 
suponiendo que los sucesos Y y C han ocurrido, Hegamos a la 


s 


conclusión que el suceso A ocurrirá con certeza. Por lo tanto, 
esto suceso es cierto y su probabilidad, igual a la unidad 


(y m0 a $). 

Así, los sucesos indopendientes de dos en dos A, B y C 
son dependientes en el conjunto. 

A continuación damos el corolario dol teoroma del pro- 
ducto. 

Corolario. La probabilidad de que ocurran simultánea» 
mente varios sucesos, independientes en el conjunto, es igual al 
producto de las probabilidades de estos sucesos: 


P(AJAs.. An) = P(A)P (AS) ++ - P (An). 


DEMOSTRACION. Examinemos los tros sucesos 4, B 
yC. La simultaneidad de los sucesos A, B y C es equivalen- 
to a la simultaneidad de los sucesos AB y C, por eso, 


P (ABC) = P (AB-C). 


Dado que los sucesos A, B y C son independientes en el 
conjunto, en particular son independientes los sucesos AB 
y C, así como A y B. Por el teorema dol producto para dos 
Sucesos independientes tendremos: 


P (ABC) = P (AB)-P (C) 


P (AB) = P (A)-P (B). 
De este modo, finalmente obtenemos 
P (ABC) = P (A)-P (B)-P (C). 


Para n arbitrario la demostración se realiza por ol método 
do inducción matemática. 


Nota. Si los sucesos Ay, 4 n son independientes en el 


conjunto, los sucesos opuestos a ellos Ay, Fp, +. ., An también son 
indopendientes en el conjunto. 


Ejemplo t. Hallar la probabilidad de que aparezca simul- 
tánoamente la cara al arrojar a la vez dos monedas. 

soLucion. La probabilidad de aparecer la cara do la pri- 
mera moneda (suceso A) es 


PA=. 


Lo probabilidad de que aparezca la cara de la segunda 
moneda (suceso B) es 


AS 


Ya que los sucesos A y B son independientes, por el too- 
rema del producto la probabilidad buscada es igual a 


P(4B)=P(4)-P(B)= md xl 

Ejemplo 2. Tengamos 3 cajas qne contienon 10 piozas cada 
una. En la primera caja 8, en la segunda 7 y on la Lorcora 9 
son piezas standard. De cada caja se extrao al azar una pioza. 
Hallar la probabilidad do quo las tres piezas extraídas sean 
standards. 

soLUcION. La probabilidad de que de la primera caja se 
extrajo una pieza standard (suceso 4) es 


PA) ==0,8. 


La probabilidad de que de la segunda caja se ha extraído 
una pieza standard (suceso B) 


PM =F=07. 


La probabilidad de que de la terrera caja se haya oxtraí- 
do wna pieza standard (suceso C) es 


P(C)==5=0,9. 


Puesto que los sucesos A, B y C son independientes on ol 
conjunto, la probabilidad buscada (por ol teorema del 
producto) es igual a 

P (ABC) = P (4)-P (B)-P (C) = 0,8-0,7 -0,9 = 0,504. 

Damos un ejemplo do aplicación conjunta do los tooromas 
de adición y multiplicación. 

Ejemplo 8. Lo probabilidad de aparición de cada uno do 
los tres sucesos independientes A,, Az y Ay es rospecliva= 
monto igual a Py, Pay ps. Hallar la "probabilidad do que apa- 
rezca sólo uno de estos sucesos. 

sotucion. Cabo hacer notar, por ejemplo, quo la apari- 
ción solamente del primer suceso A, equivale a la aparición 
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del suceso A,A, (apareció el primer suceso y no aparecie- 
ron el segundo y torcer sucesos). 

Designemos por: 
Bi, apareció sólo el suceso Ay, es decir, B 
Be apareció sólo el suceso Aj, es decir, B: 
Ba, apaccció sólo el suceso Ay, es decir, Ba = 41414 

De este modo, para hallar la probabilidad de que aparezca 
solamente uno de los sucesos Ay, As, As, vamos a buscar la 
probabilidad P (B, + B, + B3) de que aparezca uno, indi- 
Torontemente cual do los sucesos By, By, Ba. 

Dado que los sucesos By. Ba, Ba Son mutuamente exclu- 
yontes, es aplicable el teorema do la suma: 

P(B, +B, + B) = P (B1) + P (B) +P (B). 0) 

Queda hallar las probabilidades de cada uno de los suce- 
sos By, Bas Ba. 

Los sucesos Ay, Az y A, son independi 
son independientes los sucesos Ay, A, y 
se puede aplicar el teorema del produci 


P (Bò = P (4124) =P (AD PA) P (ÓN = pra. 
Anólogamente: 

P(B)=P(4:4,4)=P (43 P (1) P (A) 

P(B) =P (AAA) =P (AD P (A) PL 


Sustituyendo estas probabilidades en (*), hallamos la 
probabilidad buscada de que aparezca sólo uno de los suce- 
sos Ap, An As: 


P(B, + Ba + B3) = Mgaa + Pha + PAN 


tes, por lo tanto, 
a por eso a ellos 


$ 3. Probabilidad de aparición aunque sea de un suceso 


Supongamos que como resultado de la prmeba pueden 
ocurrir n sucesos independientes en el conjunto. o bien algu- 
nos de ellos (en particular, sólo uno o ninguno); además, 
los probabilidades de quo ocurran cada uno de los sucesos 
son conocidas. ¿Cómo hallar la probabilidad do que ocurrirá 
aunque sea uno de estos sucesos? Por ejemplo, sí como resul- 
tado de Ja prueba pueden ocurrir tres sucesos, la aparición 
aunque sea de uno de estos sucesos significa la aparición de 


30 


uno, dos o tres sucesos. La respuesta a esta progunta ostá 
dada por el siguiente teorema. 

Teorema, La probabilidad de que ocurra aunque sea uno de 
los sucesos Aj, As, - - -, An, independientes en el conjunto, 
es igual a la diferencia entre la unidad y el producto de las 
probabilidades de los sucesos opuestos A,A . . . Án: 


P (A) = i 09% > ++: “ 


DEMOSTRACION. Desigmamos por A ol suceso consti- 
tuido por Ja aparición aunque sea do wno_de los sucesos 4, 
An». «y An. Los sucesos A y A/A; - . . An (no ha ocurrido 
ninguno de los sucesos) son opuestos, por lo tanto, la suma 
de sus probabilidades es igual a la unidad: 


P(4)+P (AA, ... 41)=1. 


Do aquí, utiliza do el teorema dol producto, obtenemos: 
P (A) =1 — P (A,Az. . . An) = 4 PAD PAD o 
<- P (An), o bien 
P (A) =1 — giga + + das 


CASO PARTICULAR. Si los sucesos Ay Ay... An 
tienen idéntica probabilidad, igval a p, la probabilidad de que 
ocurra por lo menos uno de estos sucesos es 


P(A) =i =g. q 


Ejemplo 1. Las probabilidades de impacto en e) blanco al 
disparar de tres armas som: p, =0,8; p¿=0,7; p, = 0,9. 
Hallar la probabilidad de por lo menos un impacto {suceso 4) 
al disparar simultáneamente de todas las armas. 

soucton. La probabilidad de impacto en el blanco con 
cada arma no depende de los resultados dol disparo desdo otras 
armas, por eso, los sucosos considerados A, (impacto ilo la 
primera arma), A (impacto de la segunda arma) y A, (ira 
pacto de la tercera arma) son independientes on e) conjunto, 

Las probabilidados de los sucesos opuestos a los sucesos 
Ar, Ar y A, (es decir, las probabilidades de fallos), son ros- 
pectivamento iguales 


a=i=pm=1-08=02% 


N=1—p.=1-07=0; 
d=1—p =1-09=0,1. 


0 


La probabilidad buscada es 
P (A) = 1 — gigas = 1 — 0,2-0,3 -0,1 


Fjemplo 2. En una imprenta hay 4 máquinas planas. 
La probabilidad de que cada máquina trabaja en el instanto 
dado, es igual a 0,9. Hallar la probabilidad de que en el ins- 
iante dado trabaje por lo monos una máquina (suceso 4). 
soructon. Puesto que los sucesos «una máquina trabajas 
y «ima máquina no trabaja» (cn ol instanto dado) son opues- 
tos, Ja suma de sns probabilidados es igual a la unidad: 


p+g=1. 


Do donde la probabilidad de que en el instante dado la 
máquina no trabaja, es igual a 


q =1 —p=1 — 0,9 = 01. 
La probabilidad buscada es 
P (4) = 1 — ¢ = i — 0,1‘ = 0,9999. 


Puesto que la probabilidad obtonida es muy próxima a la 
unidad, basándose en el corolario del principio de imposi- 
bilidad práctica de los sucesos poco probables, podemos de- 
ducir quo en el instante dado trabaja por lo menos una de 
las máquinas. 

Ejemplo 3. La probabilidad de que en un disparo un tira- 
dor haga impacto en el blanco es igual a 0,4. ¿Cuántas veces 
debe disparar el tirador para que con una probabilidad no 
menor do 0,9 haga blanco por lo menos una vez? 

soLuCION. Designemos por A el suceso: en n disparos 
ol tirador hace blanco por lo menos una vez. 

Los sucesos constituidos por 0] impacto on e) blanco en el 
primero, segundo, ete. disparos, son independientes en ol 
conjunto, por lo cual es aplicable la fórmula (**) 


PA) =i" 


Teniendo on cuenta que por la condición P (4) > 0,9, 
P= 04 (por lo tanto. q = 1 — 0,4 = 0,6), obtenemos: 


1 — 0,6" = 0,9. 


De donda 
0,6" < 0,4. 


“ 


Tomando el logaritmo decimal de esta desigualdad: 
n1g0,6 < lg 0,1. 


De donde, tomando en consideración que 1g0,6<0. 
tendremos 
> as 
E A e T 

Así, n > 5, es decir, el tirador ba de efectuar no monos 
de 5 disparos. 

Ejemplo 4. La probabilidad de quo cl suceso ocurra por 
lo menos una vez en tres pruebas independientos en el con- 
junto es igual a 0,936. Hallar la probabilidad de que ocurra 
el suceso en una prueba (se supone que en todas las pruebas 
la probabilidad de que ocurra el suceso es idéntica). 

soLucioN. Puesto que los “sucesos considerados son inde- 
pendientes on el conjunto. donde es aplicable la fórmu- 
la (**) 


Pla) =1— 
Por la condición P (4) = 0.926; n =3, Por lo tanto. 
0,96 =1 
o hien 
— 0.936 = 0.064. 
De aquí 


q=/0064=0.6. 
La probabilidad buscada es 
p=1-9=1-04=0.6 


$ 4. Probabilidad condicional 


Supongamos que los sucesos A y B son dependientes. 
De Ja definición de sucesos dependientes se deduce que la 
probabilidad de uno de los sucesos dependo de"la“aparición 
o no del otro. Por eso, si nos interesa la probabilidad. por 
ejemplo, del suceso B, es importante saber si se realizó el 
suceso A. 

Se lama probabilidad condicional P4 (B) la probabilidad 
del suceso B calculado suponiendo que el suceso A ha ocurri- 


do ya. 
Ejemplo. Una urna contiene 3 bolillas blancas y 3 ne- 
gras. De la urna se extraen dos veces al azar de a una bolilla 
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por voz sin restituirlas en la urna. Hallar la probabilidad de 
que aparezca una bolilla blanca en la segunda prueba (suco- 
so B), si en la primora prueba se extrajo una bolilla negra 
(suceso A). 

soLuctoN. Después do la prime 
daron solamonte 5 bolillas, de ellas 
lidad condicional buscada" es 


prueba en la urna quo- 
blancas. La probabi- 


Pa (B)=$ 


Nota. Do la definición de sucesos indepondientes se deduco que 
aparición de uno de ellos no altera la probabilidad do que aparezca el 
ninn, Por eso, pura los sucesos indepondiontos so cumplen las igualda- 


Pa (B) = P (B) y Pla) =P (4). 


unles slo aucesos 
iguales a 


bsolutos. 


$ 5. Teorema del producto de probabilidades de sucesos 
dependientes 


Supongamos que los sucesos A y B son dependientes; 
además, las probmbilidades P (4) y Pa (B) son conocidas. 
¿Cómo hallar la probabilidad de simultaneidad de estos suce- 
Sos, es decir, la probabilidad de que aparezcan tanto el suce- 
so A como el suceso B? La respuesta la da cl teorema del 
producto. 

Teorema. La probabilidad de aporición simultánea de dos 
sucesos dependientes es igual al producto de la probabilidad de 
¡mo de ellos por la probabilidad condicional del otro calculada 
xupontendo que el primer suceso ha ocurrido ya 


P (AB) = P (4)-Pa (B). 


nrmostnacson. Introduzeamos las designaciones: 

n, número do resultados elementales posibles do la prueba, 
an los cuales el suceso A ocurre o no; 

my, número de resultados quo son favorablos al suceso 
A (m S n); 

m, númoro do resultados elementales do la prueba, en 
los culos ocurro el suceso B, suponiendo quo el suceso A 
ya ocurrió, es decir, estos resultados favorecen a la produe- 
ción del suceso AR (m < m). 


sa 


La probabilidad de que aparezcan simultáneamente los 
sucesos A y B es 


Teniendo en cuenta que Zi = P (4) y = P, (B), 
finalmente obtenemos 
P (AB) = P (4)-P, (B). e) 


Nota 4, Aplicamlo la fórmula (*) al suceso BA, tendremos: 
P (BA) = P (B)-Pp (4), o bien (puesto que el suceso BA no se difo- 
rencia dol suceso AB) 


P (AB) = P (B)-Pp (4) 5) 
Comparando las fórmulas (*) y (**), deducimos que so satisface 
la igualdad 

P(4)-Pa(B)=P(B)-Pa(4). ( 
Corolario. La probabilidad de que aparezcan simultá- 
neamente varios sucesos dependientes es igual al producto de la 
probabilidad de uno de ellos por las probabilidades condiciona- 
les de todos los demás y además, la probabilidad de cada suceso 
sucesivo se calcula suponiendo que todos los sucesos anteriores 

han ocurrido ya: 


P (Aidad; 


© An) = P (A1) Pas (4:)-P asa (A) «o 
see Pasan. Anni (An) 


donde Pasas...an-ildn) es Ja probabilidad del suceso An, 
calculada suponiendo que los sucesos An Ás => +1 Ana 
han ocurrido. 

En particular, para tres sucesos dependientes tendremos: 


P (ABC) = P (4)-Pa (B)-Pan (C). 


Cabe hacer notar que el orden, en el que se disponen los 
sucesos puedo ser elegido libremente, es decir, es indiforente 
cuál suceso se considera primero, segundo, ete. 

Para n arbitrario, la demostración se realiza por el méto- 
do de inducción matemática. 

Ejemplo 1. Un ajustador tiene 3 ejes cónicos y 7 elípticos. 
El ajustador toma al azar un eje y luego un segundo. Hallar 
la probabilidad de que el primer ejo escogido es cónico y el 
segundo, elíptico. 
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soLucion. La probabilidad de que el primero de los ejes 
escogidos resulte cónico (suceso Á) es 


P(A)= 


La probabilidad do quo el segundo do los ejes sea olíptico 
(suceso B), calculada suponiendo que el primer cjo es cónico, 
us decir, la probabilidad condicional es igual a 


PD) > 


Por el teorema del producto de probabilidades de sucesos 
«opendiontes, la probabilidad buscada es igual a 
3. 7 
PAB) =P(4)-Pa DR 

Observemos que, conservando la notación, hallamos få- 
cilmente P (8) =35, Pa (4) =$., P (B)-Pa (A 
que ilustra claramente que se cumplo la igualdad (*°*). 

Ejemplo 2. En una urna hay 5 bolillas blancas, 4 negros 
y 3 azules. En cada prueba se extrae ol azar una bolilla, sín 
reslituirla a la urna. Hallar la probabilidad de que en la pri- 
mera prueba aparezca nna bolilla blanca (suceso 4), en la 
segunda, una negra (suceso B) y on la tercera, una azul (suco- 
su C). 

soLucioN, La probabilidad de que aparezca una bolilla 
blanca en la primera prueba es 


Pa. 


La probabilidad do que aparezca una bolilla negra en la 
segunda prueba, calculada suponiondo que en la primera 
prueba apareció una bolilla blanca, es decir, la probabilidad 
condicional es 


Pa (B= 


La probabilidad de que aparezca una bolilla azul en la 
tercera prueba, calculada suponiendo que on la primera prue- 
ba apareció una bolilla blanca, y en la segunda, una negra, es 
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La probabilidad buscada es 


P(ABC)=P(A)-Pa(B)-Pan(C)= 
¿E EA 
br 


Nota 2. Expresemos la probabilidad condicional de la cocrolación 
(*) considerando P (4) +0; 


rad 


ista igualdad se puode tomar como defi 
condice 


ión de la probabilidad 


Problemas 


1. La probabilidad do que un tirador on un disparo haga blanco, 
es igual a p = 0,9. El tirador hizo 3 disparos. Hallar la probabilidad 
de quo los tres disparos dieron al blanco. 

Respuesta 0,729. 


2.. Se arrojan una moneda y un dado. Hallar la probabilidad de 
simultaneidad de los sucesos: sapareció la cara», rapareció cl U». 
4 
Respuesta y. 


3. En dos cajas se encuentran piezas: cu la primera, 10 (de ellas 
3 standards), en la segunda. 15 (do ellas 6 standards). Do cada coja se 
extrae al azar uña pieza, Hallar la probabilidad de que ambas piezas 
resulten standards. 


Respuesta 042. 


4. En un estudio de televisión hay 3 cámaras de tolovisión. Para 

cada cámara lo probabilidad de que ella esté conectada en el mstante 

dado, es Igual a p = 0,6. Hallar la probabil | instante 

dado esté conectada por lo menos una cám: 
Respuesta 0,936. 


5. ¿A qué es igual la probabilidad de que al tirar tres dados apa- 
tezcan È pultos pot lo monos en uno de los dadus (ueso ADE T 


e 
Respuesta zip > 


Gi Una, empresa produco 95% de, articulos standards, además, 
de ellos 86%, de primera calidad. Hallar la probabilidad de que 
un articulo escogido ol azar fal 
mera clase. 


Respuesta 0,847. 


ido en esta empresa resulto de pri- 


7. Su arroja una moneda tantas veces hasta que no aparezcan 2 ve- 
idas el mismo lado. Hallar la probabilidad de los sucesos si- 
husta lo sexta tentativa; b) so necesita 


5.92 
Respuesta a) y; D) <p> 


8. Do tas cifras 4, 2, 3, 4, 5 al principio olegimos una, y después 
do las cuatro restantes, una segunda cifra So supone quo los 20 resul- 
butus posibles sun equiprubables. Hallar la probabilidad do quo sorá 
clogida uwa ciíro impar: u) en la primera tentativa; b) on la segunda 
tontativa; €) as tontativas. 


Respuesta 0) $; di 


D. La 
enel 


en ua disparo ol tirador haga impacto 
ispuros debo hacor el tirador, para 
nenor de 0,8 haga impacto en el dicz por 


Respuesta n > 2 


10. Tres lámparas eléctricas están concctadas en serio al circuito. 

La probabilidad de que una (cualquiera) lámpara so encienda, cuando 
Ja teusión ale La red supera n Ja nominal, es igual o 0,6. Hallar la pro- 
ad de que a una Iesión elevada mo habrá curciento en ol cire 


vito. 
Hespuesta 093. 


£1. La probabilidad do que el suceso 4 ocurra por lo menos uns 

vez en los pruebas i entes, es igual a 0,75. Hallar la probabi- 
ul de que ocurra el scesu om una prueba (30 supone que la proba- 

idad de que ucurra el suceso en ambas tentativas es la misma). 


Respuesta 0,5 


Juegos de tros (los empates 
Moo probabilidad de briunlar? 


Hespuesta. La sociedad A (24=0,44>+) - 


que el primer tirador Ingo blanco en un 


jadi de 
Jar la probabilidad 


La probabili 
es igual n Oh 


e que ol D 
Respuesta 0,44. 
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M4. Do la sucesión do números 1, 2, ...., n se eligen sucesivamen- 
tu dos números al azar. Hallur la probabilidad de que uno de ellos es 
menor que un número ontero positivo k y el otro mayor que k, dondo 
1<k<n 

2) (0 

Res EZ 

pe y 


Advertencia, Admitase que: a) ol primer número < k y el segundo 
> k; b) el primor número > k, el segundo < A. 


15. La sección de control técnico vorifica el standard de los or 
culos. La probabilidad de que un artículo (producto) no vs standar 
es igual a 0,1. Hallar la probabilidad de qu: a) de tres artículos vo 
ficados sólo uno resulta no standard; D) wo standard resulta solamente 
al cuarto en orden de artículo controlado, 


Respuesta a) 0,243; b) 0,0720. 


Capítulo cuarto 


COROLAKIOS DE LOS TEOREMAS DE LA ADICION 
Y DEL PRODUCTO 


$ L. Teorema de la adición de probabilidades de sucesos 
simultáneos 


Ya hemos visto el teorema de la adición para sucesos que 
se excluyen mutuamente, Aquí expondromos el teorema de la 
adición para sucesos simultáneos. 

Dos sucesos se llaman simultáneos, si la aparición de uno 
de ellos no excluye la aparición del oiro en una misma prue- 

ja. 


Supongamos que los sucesos A y £ son simultáneos, adu- 
más se conocen las probabilidades de estos sucesos y la pro- 
babilidad de su aparición simultánea. ¿Cómo hallar la pro- 
habilidad del suceso A + £, consistente en que ocurra por 
lo menos uno de los sucesos «| y B? La respuesta Ja da el teo- 
rema do la adición do las probabilidades de sucesos simultá- 
neos. 

Teorema. La probabilidad de que ocurra por lo menos uno 
de los dos sucesos simultáneos es igual a la suma de las probabi- 
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lidades de estos sucesos sin la probabilidad de que ocurran simul- 
táneamente 


P (A + B) = P (A) + P (B) — P (AB). 


Demosvaacion. Puesto que los sucesos A y B se suponen 
simultáneos, el suceso A -+ B se produce, Si ocurre uno de 
los tres sucesos que se excluyen mutuamente siguientes: 
AĞ, AB o bien AB. Por ol teorema de la adición do probabi- 
lídudos do sucesos mutuamente oxcluyentes 


P(A+By= P (AB) 4 P(4B) 4 P (AB) (m 


El suceso Al ocurrirá, si se produce uno de los dos sucesos 


mutuamente excluyentes: AB o AB. Por ol teorema de la 
adición de Jus probabilidades de sucesos que se excluyen mu~ 
tuamonto tendremos: 


P (4) =P (AB) +2 (AB). 


De donde 
P (45) =P (4) — P (AB). tee) 
Análogamente tendremos: 
P (B\=P (AB)+P(4B). 
De aquí > 
P(AB)=P(B)—P (4B). dese) 


Sustituyendo (**) y (***) en (*), finalmente obtenemos: 
P (A -+ B) = P (A) + P (B) — P (AB).  (****) 


Nota 1. Al utilizar las Fórmulas obtenidas hay quo tener en cuenta 
quo, los sucesos A y 8 pueden ser tanto Judopondientes, como dopo- 
lentes. 
Para los sucesos indopendientes 


P (4 +By= P (A) + P (B) — P (A):P (8); 
para los sucesos depeadientos 
P (4 40)= P (A) + PB) — P (4)-Pa (8). 
Nota 2, Si los sucesos 1 y so excluyen mutuamonte, su simulta- 
noidad os un Te Incierto y, por lo tanto, P (A2) = 0. La fórmula 
(sss) sucesos mutuamente excluyentos toma la forma 


o 
Pa 
udamentá hacias obtenido el teorema de la adición para suco- 
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šos rociprucamento oscluyoates. Asi que la fórwula (*ee*) vu 
cumplo tanto para los sucesos simultáneos, como para los ullorma- 
tivos o mutuamente excluyentes. 


Ejemplo. Las probabilidades de hacer blanco al disparar 
el primer y segundo cañones son respectivamente igualos a: 
Pi =0,7; py = 0,5. Hallar la probabilidad do impacto on 
un disparo (do ambos cañones) por lo menos do una de los 
cañones. 

sorución. La probabilidad do lavor blunco von cada uno 
do los cañones no dopendo dol resultado dul tivo de lu otru 
arma, por eso los sucesos A (impacto de la primura urma) y Y 
(impacto de la segunda arma) son indepondivntes. 

La probabilidad del suceso A2 (ambas armas hicioron 
impacto) us 


P (AB) = P (A)-P (8) = 0,7-0,3 = U,5U. 
La probabilidad buscada es 
P (A + B) = P (4) +1 (8) — P (48) = 
= 0,7 + 0,8 — 0,56 = 0,94, 


Nota. Puesto que en esto ejemplo los sucesos 4 y 4 son indepeu- 
dientes, Se podría utilizar la Tórmula P = i — gig (cap. LIL, y 3). 

En realidad, los probabilidades de los sucesos que son opuestos 
a los sucesos A y 8, es decir, las probabilidados de tallo so 


idad buscada do que cu una descarga por lo menus u 
arma haga impacto, es igual a 


Pata = 1-03:02= 4, 


Como era de esperar, hemos obtenido el mismo resultado, 


$ 2, Fórmula de la probabilidad completa, 


respuesta a esta pregunta la da ol teorema siguiento. 


EJ 


Meorema. La probabilidad del suceso A que puede ocurrir 
sólo a condición de que aparezca uno de los sucesos mutuamente 
ezcluyentes By, Ba, B, que forman un grupo completo, 
es igual a la suma de los producios de las probabilidades de 
cada uno de estos sucesos por la correspondiente probabilidad 
condicional del suceso A: 


P (A) =P (Bı): Pn, (4) +P (Bi): Po (A+ 
+- +P (Bn) Pm (4). 


Esta fórmula, so Hama «fórmula do la probabilidad complotar. 

prxtosmacion. Por hipótesis ol suceso A puodo ocurrir, 

si ocurre uno de los sucesos mutwamente excluyentes B,, 

En otras palabras, la aparición del suceso A 

significa la producción de uno, indiferentemente, de los suce- 

sos mutuamento excluyentes B,A, B-A, ..., BaA. Utili 

zando el teorema de la adición para el cálculo de la probabi- 
lidad del suceso A, obtenemos 


P (A) = P (BA) + P (BA) +... +P (B,A). (*) 


Queda por calcular cada uno de los sumandos. Por el 
teoremo del producto de las probabilidades de sucesos depen- 
dientes tendremos 

P(B14) =P (B)-Po,(d); P(BzA) =P (B9-Por (A); 
«i PBad)=P (Bn) Pos (4). 


Sustituyendo los segundos miembros de estas igualdades 
en la correlación (*), obtenemos la fórmula de lu probabili- 
dad completa 


P(A)= P (B;): Pa, (4) +P (B:)- Po: (4) + 
+...+P(Bn)-Po, (4). 


Ejemplo 4. Se tienen dos juegos de piezas. La probabili- 
dad de que wna pieza del primer juego sea standard, es igual 
a 0,8, y del segundo, 0,9. Hallar la probabilidad de que la 
pieza tomada al azar (do un juego escogido al acaso) sea 
standard. 

soLucioN. Designemos por A el suceso, la pieza extraída 
es standard. 

La pieza puede ser extraída del primer juego (suceso B,), 
o bien del segundo juego (suceso B4). 
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La probabilidad de que la pieza será escogida del primer 
juego es 
P(B)=4}. 
La probabilidad de que la pioza será tomada del segundo 
juego es 
P(B)=4. 
La probabilidad condicional do que del primor juogo 
sorá oxtraida una pieza standard cs 
Ps, (4)=0,8. 
La probabilidad condicional de quo dol segundo juego 
será oxtroída una pioza standard es 
Po,(4)=0,9. 
La probabilidad buscada do que Ja pieza sacada al azar 


ao standard, por la fórmula de Ja probabilidad completa es 
igual a 


P(A)= P (By (A) A P Wa) Pa (A) 
=0,5-0,8+0,5-0,9 =0,85. 


Ejemplo 2. En la primera caja hay 20 lámparas de radi 
de los cuales 18 son standard; on la segunda caju hay 40 vá 
vulas, de las cuales 9 son standard. De la segunda caja so 
ha tomado una válvula al azar y se ha colocado en 
Hallar Ja probabilidad de que Ja válvula extraíd: 
de la primera caja sea slandard. 

soLucioN. Desiguamos por 4 el suceso, de la primora caja 
se ha extraído una válvula standard 

De la segunda caja pudo haberso sacado una válvula stan= 
dard (suceso 2) o wo standard (suceso #3). 

La probabilidad de que de la segunda caja so ha extraído 
una válvula standard es 


a primora. 


La probabilidad de que do la segunda caja so ha esco- 
gido una válvula no standard es 


P(B) =r 
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La probabilidad condicional de que de la primera caja se 
ha extraído una válvula standard, a condición de quo de la 
segunda caja se traspasó a la primera una válvula standard, es 


Pa ()= 


La probabilidad condicional de que de la primera caja 
se extrajo una válvula standard, a condición de que de la 
segunda caja se colocó en la primera una válvula no standard, 
es 


Pol) => 


La probabilidad buscada de que, de la primera caja será 
sacada una válvula standard, por la fórmula de probabili- 
dad completa, es igual a 


P(A)= P (Bi): Pp, (A HP (B:)-P m, (4) = 
9 19% 4 i8 
0. 


$ 3. Probabilidad de las hipótesis. Fórmula de Bayes * 


Supongamos que el suceso A puede ocurrir a condición 
de que aparezca nno de los sucesos mutuamente excluyentes 
Br Bes...» Ra, que forman un grupo completo. Puesto 
que de antemano no se sabe cuál de estos sucesos ocurrirá, 
ellos so llaman hipótesis. La probabilidad de que aparezca 
el suceso A se determina por la fórmula de probabilidad com- 
pleta ($ 2): 
P(A)= P (BOP (A) +P (BD Pol) A + 
+P (Ba)- Poa (4). 0) 
Admitamos que se realizó un experimento, debido al cual 
ocurrió el suceso A. Nos planteamos determinar cómo han 
variado (a consecuencia de que el suceso A ya ocurrió) las 


probabilidades de las hipótesis. En otras palabras, vamos a 
buscar las probabilidades condicionales 


P4 (Bı). Pa (B3), ~- > Pa (Bn). 


Primero hallamos la probabilidad condicional P, (B,). 
Por el teorema del producto tendremos 


P (AB;)= P (4)-P4 (B:)= P (Bi): Pa, (4). 


De donde 
EIA) 


Pa (B) = A. 


Snstituyendo aquí P (4) por la fórmula (*), obtenemos 

PL) Pp (4) 

Pa B= EP FP B A OR EPT TA A)" 
po ee se deducen las fórmulas que detorminan 

las probabilidades condicionales de las demás hipótesis, os 

decir, la probabilidad condicional do eualquicr hipótesis 

B, (t= 1, 2, ..., n) puedo sor calenlada por la fórmula 


P (Bi)-P o (A) 
PST FP S Pp AF F Pp (8) 


Pa (Bi)= 


Las fórmulas obtenidas se llaman fórmulas de Bayes 
(nombre del matemático inglés que las dedujo, siendo publ 
cadas en 1764). Las fórmulas de Bayes permiten volver a esti- 
mar las probabilidades de las hipótesis después de conocer el 
resultado de la experimentación, debido a la cual ocurrió el 
suceso A. 

Ejemplo. Las piezas producidas por una sección de la 
fábrica caen para su verificación do slandard a uno do dos 
revisores. La verificación do que wna pieza llega al primer 
revisor, es igual a 0,6, y al segundo, 0,4. La probabilidad de 
que la pieza acabada será reconocida como standard por el 
primer revisor es igual a 0,94 y por el segundo, 0,98. La pieza 
acabada ha sido considerada standard. Iallar Ja probabili- 
dad de que esta pieza fuo controlada por el primor revisor- 

soLucioN. Desígnemos por; A el suceso constituido por o) 
reconocimiento de la pieza “acabada como standard. Se 
pueden hacer dos hipótesi 

4) la pieza fue controlada por el primer rovisor (hipótesis 


1) lo pieza fue controlada por ol sogundo revisor (hinóto- 
sis lo 

La probabilidad buscada de que la pioza fno controlada 
por el primer revisor, la hallamos por Ja fórmula de Bayos 


PIB) P p, (A) 


PNC AFPOI PTA 


Según datos del problema tendremos: 
P(B))=0,6 (la probabilidad de que la pieza llega al 
primor revisor); 
P(B) =0,4 (la probabilidad de quo Ja pieza llega al 
segundo revisor); 

Po, (A) = 0.94 (la probabilidad de que Ja pieza acabada 
será reconocida como standard por el primor 

visor): 

Pp, (4) = 0,98'1a' probabilidad de quela pieza acabada será 
considorada como standard por el segundo 
rovisor). 

La probabilidad buscada es 


Pa (B) nas ~ 0.50. 


Como se aprecia, hasta la prueba la probabilidad de la 
hipótesis B, ha sido igual a 0,6 y después de conocerse el resul- 
tado de la prueba, la probabilidad de esta hipótesis (más 
exactamente, la probabilidad condicional) cambió y se hizo 
igual a 0,59. De este modo, el empleo de la fórmula de Bayes 
permitió volver a estimar la probabilidad de la hipótesis 
considerada. 


Problemas 


4. Dos tiradores hicieron wn disparo cada uno. La probabilidad 
de què el primor tirador baga blanco es igual n 0.7 y la del sogundo, 
0.6. Hallar la probabilidad do que por lo menos uno de los tiradores 
haya dado en el blanco. 


+ Respuesta 0.88, 


2, Un montador tiene 18 piezas producidas por la fábrica M4 
y 4 piezas de la fábrica Mi 2. Se han tomado 2 piezas al azar. Hallar la 
probabilidad de que por lo menos una de ellas resulte producida. por 
la fábrica M4. 


pps, E, 


3. En un grupo de deportistas 20 son esquiadores, 0 ciclistas y 4 
corredores. La probabilidad de cumplir la prueba de cualificación 
e5 la siguiente: para ol esquiador 0.9; para el ciclista 0,8 y para el co- 


modor 1 precios probabilidad de que el deportista escogida nl acn- 


Respuesta 0,80. 


4. Un montador recibió 3 cajas de piezas producidas por la fábri- 
ca 2 1 y 2 cajas do piezas producidas por la fábrica Ni 2, La probabi- 
lidad de que la pieza de la fábrica Ne 4 soa standard es igual a 0.8 y lo 
de la fábrica 24 2. 0,9. El montador extrajo al acaso una pieza do una 

tomada al azar. Hallar la probabilidad de que se haya extraído 
na pieza standard. 


Respuesta 0,84. 


6. En wn taller de tolovisión hay 4 cinescopios, Tas probabilida- 
des de que el cinescopia observe el plazo de garantía de funcionamiento 
respectivamente, son iguales a 0.8; 0, 5. Mallar la prahahi 
Hidra de que el cinescopio tomado al azar observe ol plazo de garantía 
le servicio. 


Respuesta 0,875. 


7. En dos cajas hay válvulas do radio, La primera caja contieno 
12 válvulas, de ellas una no standard; en le segunda 40 válvulas, do 
ellas 1, no standard. Do la primera caja se ha extraído al azar una vál- 
vula y transpasado a la semunda caja. Hallar la probabilidad de que la 
válvula tomada al azar de la segunda caja sea no standard. 


digas E 

8, De un juego completo de 28 fichas de dominó so ha extraído 
una al azar. Hallar la probabilidad de que la segunda ficha tomada al 
“azar se pueda juntar a la primera, 


saque => 


9. Un estudiante no sabe todas las papeletas de examen, ¿Tn 
qué caso la probabilidad do escoger una papeleta desconacida será 
lh menor cuando toma la primora o la última papelota? 


Respuesta. La probabilidad es idéntien on ambos casos, 


Respuesta 0,025, 

11. Cuando el automática se desvía del régimen de trabajo nor- 
mal funciona el avisador C-1 con la probabilidad de 0,8, y el avisador 
C-11 funciona con la probabilidad do £. La probabilidad do que el 
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automático está equipado del avisador C-1 o C-44 es at a sez 0,4 
respoolivamente. Se ha recibido la señal de desporfecto dol automático. 
¿onto la más probablo: ol automático está equipado del avisador C-4 o 

Respuesta. La probabilidad de quo el automático está equipado 


del avisador C-4 es igual a -> y 644, <p> 


12. Para participar en las pruohas deportivas eliminatori 
diontiles se han solecciónado dol primor grupo del curso 4 
tes, del segundo grupo, 6 estudiantes; del tercer grupo, 5estudíantes. Las 
probabilidados de estudiante dol primor, segundo y torcer gru- 
pos participo leccionailo del instituto, son respoctivamento 
iguales a 0,0; 0,7 y 0.8. El estulianto ologido al azar al final do lo 
competición ontró en el seleccionado. ¿A cubl do los grupos pertene- 
ció con más probabilidad esto estudiante? 


Respuesta. Las probabilidades de quo so haya ologido un estudiante 
dol primor, segundo, torcer grupos, son respoctivamonto igunlos 


18. 24 20, 


isfacen 
Hallar la probabilidad de que ol artículo, reconocido como standard 
dnronto la verificación, satisface on realidad el standard. 


Respuesta 0,998. 


Capítulo quinto 
REPETICION DE LOS EXPERIMENTOS 


$ 1. Fórmula de Rernoulli 


Si se realizan varios experimentos, además la probabili- 
dad del suceso A en cada prueba no depende do los resultados 
de otras pruebas, talos experimentos so laman independientes 
con respecto al suceso A. 

En distintas pruchas independientes el suceso A puede 
tenor diferentes probabilidades, o bien la misma probabili- 
dad. En adelanto consideraremos sólo estos experimontos 
independientes, enoa cunlosel suceso A tieno la misma proba- 
bilidad. 
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Más adelanto utilizamos el concepto de suceso complejo 
o compuesto, sobreentendiendo por ello la simultaneidad de 
varios sucesos individuales, llamados simples. 

Supongamos que se realizan z pruebas independientes, en 
cada una de las cuales el suceso A puede ocurrir o no ocurrir. 
Vamos a considerar que la probabilidad del suceso A en cada 
prueba es la misma y, precisamente, igual a p. Por lo tanto, 
la probabilidad de que el suceso A no ocurra en cada prueba 
también es constante e igual a q =1— p. 

Tratemos de calcular la probabilidad de que en n pruebas 
el suceso Á ocurra exactamente k veces y, por lo tanto, no 
ocurre n — k veces. 

Es importante señalar que no se exige que el suceso A 
so repita exactamento k veces en una sucesión determinada. 
Por ejemplo, si se trata de la aparición del suceso A tres veces 
en cuatro pruebas. son posibles los signientes sucesos com- 
puestos: 


AMAR, AAĀA, AÑAA y AAAA. 


La notación AAA Ñ significa que en la primera, segunda 
y tercera pruebas o tentativas el suceso A ocurrió, mientras 
que en la cuarta tentativa no ocurrió, es decir, ocurrió un 
suceso opuesto Á. Las otras notaciones también tienen el 
significado correspondiente. 

A la probabilidad buscada la designamos por P, (k)- 
Por ejemplo, el símbolo P, (3) denota la probabilidad de 
que en cinco tentativas el suceso ocurra exactamente 3 veces 
y. por lo tanto, no ocurra 2 veces. 

El problema planteado lo resuelve la fórmula de Ber- 
nonili. 

Deducción de la fórmula de Bernoulli. La probabilidad de 
un suceso compuesto consistente en que, en n tentativas el 
suceso A ocurra k veces y no ocurra n — k veces, por el teore- 
ma del producto de probabilidades de sucesos independien- 
tes, es igual a 


Pr. 
Estos sucesos compuestos pueden ser tantos, como las com- 
binaciones posibles do n elementos de k elementos, es decir, 
CÌ). Dado que estos sucesos compuestos se excluyen mutua- 
mente, por ol teorema de la adición de probabilidades de 


sucesos mutuamento excluyentes, la probabilidad bnsca 
es igual a la suma de las probabilidades de todos los sycesos 


s 


compuestos posibles. Puesto que las probabilidades de todos 
estos sucesos compuestos son idénticas, la probabilidad bus- 
cada (de que el suceso A ocurra k veces en n tentativas) es 
igual a la probabilidad de un suceso compuesto, multipli- 
cado por el número de ellos: 


Pr (i) = Chp 
o hion 
Po 


La oouación obtenida se lama fórmula de Bornowlli. 

Ejemplo. La probabilidad de que el consumo do onergí 
oléctrica durante mos días no sea mayor quo la norma esta- 
blocida, es igual a p = 0,75. Hallar la probabilidad de que 
on los próximos 6 días el consumo do energía eléctrica durante 
4 días no supero la norma. 

soLucion. Ta probabilidad de consumo normal de ener- 
gía oléctrica durante cada uno de los 6 días es constante o 
igual a p = 0,75. Por lo tanto, la probabilidad de un sobre- 
consamo de onergía on cada día también es constante e igual 
a qg=1=p=1-—0,75=0,25. 

Por la fórmula de Bernoulli la probabilidad buscada es 


Prkl) =Cip tp = Cipre === (0,75)1.(0,25)2=0,30. 


$ 2. Teorema local de Laplace 


En el párrafo anterior deducimos la fórmula de Bernoulli 
que permito calcular Ja probabilidad de que ol suceso ocurri- 
rá on n tentativas exactamente k veces. En la deducción ho- 
mos supuesto que la probabilidad de que ocurra un suceso en 
cada Lontativa es constanto. 

Se aprecia fácilmente que es bastante difícil utilizar la 
fórmula de Bernoulli para grandes valores de n, ya que 
muo operar con números colosales. Por ojomplo, si n 
k = 30, p = 0,4, para hallar la probabilidad Pan (30) 


quo calcular la expresión Psa (30) = -gray (0,1)'-(0,9)%, 


dande 50! = 30 414 093 -10%%, 301 == 26 525 280-10%, 201 == 
= 24 329 020-10', Claro está que so puede simplificar algo 
el cálonlo, utilizando tablas especiales de logaritmos do facto- 


riales. Sin embargo, también este camino sigue siendo volu- 
minoso y, por lo mismo, presenta un importante inconvenien= 
te: las tablas contienen valores aproximados de los logarit- 
mos, por lo cual en los cálculos se acumulan errores; en suma, 
el resultado final puede diferenciarso bastante del verdadero. 

Naturalmente surge la pregunt 
colcular la probabilidad que nos interesa sin recurrir a Ja 
fórmula de Bernoulli? Resulta que sí, se puede. El teorema 
local de Laplace da precisamente la fórmula asintótica? que 
permite hallar aproximadamente la probabi! 
un suceso exactamente k veces en n tentativas, si ol númoro 
do tentativas o pruebas es bastante grande. 

Cabe hacer notar que, para el caso particular, precis: 


mente para p =$, la fórmula asintótica fue descubierta en 


1730 por Moivre; en el año 1783 Laplace generalizó la fór- 

. mula de Moivre para p arbitrario, distinto de O y de 1. Por 
eso, el teorema, al que nos referimos, sucle llamarse teorema 
de Moivre — Laplace. 

La demostración del teorema local de Laplace es bastante 
compleja, por lo cnal sólo formularemos el teorema y dare- 
mos ejemplos que ilustran su aplicación. 

Teorema local de Laplace. Si p es la probabilidad de que 
ocurra un suceso A en cada tentativa es constante y diferente de 
cero y de la unidad, la probabilidad P, (k) de que el suceso A 
ocurra en n tentativas exactamente k veces, aprozimadamente 
es igual (tanto más ezacta, cuanto mayor es n) al valor de la 
función: 


= 
EE, E 

Vram VA val 5 

para z= È - 
Existen"tablas en los que se dan los valores de función 


2 
q) E e, correspondientes a los valores positivos 


del argumento z (suplemento 1). Para los valores negativos del 
argumento se utilizan los mismas tablas, ya que la función 
y (2) es par, es decir, p(—2) = ẹ (2). 

* La función ọ (z) so llama función aproximad: 


SiN 
Had al Mm y de 


intóticomento 


60 


Do este modo, la probabilidad de que un suceso Á ocurra 
on n tentativas independiontes exactamente k veces, aproxi- 
vrulamente es igual a 


Pa (k) — 


a E 


donde z = À 
Ejemplo 1. Hallar la probabilidad de que el suceso A 
ucurrirá oxactamonto 80 veces on 400 tentativas, si la proba- 


bilidad de quo ocurra csto suceso on cada tontativa es igui 
nU, 


Lucion., Por los datos dol problema n = 400; k = 
= 80; P = 0,2; q = 0,8. Utilizamos la fórmula asintótica 
do Laplace: 


Puso (80) “m0. 


Culculemos el valor de x, determinable por los datos del 
problema 
Len 80 00:0,2 y, 
Vars ú 


Por la Labla (suplemento 1) hallamos q (0) = 0,3989. 
Lo probabilidad buscada es 
Pusa (80) += 0,8989 = 0,04980. 


La fórmula de Bernoulli nos conduco aproximadamonto 
al mismo resultado (dobido a su voluminosidad, so han omi- 
tido los cálculos): 


Peso (80) = 0,0498. 


Ejemplo 2. La probabilidad de que un tirador falle al 
blanco en un solo disparo es p = 0,75. llallar Ja probabilidad 
rador Jogto hacor blanco 8 voces. 

; k=8 p= 0,75; 
> 0,25. Utilizumos Ja fórmula asintótica de Laplaco: 


Pu(8) = q (z)}= 0,7301 -p (z). 


V10-0,75-0,25 
sl 


Calculemos el valor de z, determinable por los dutos del 
problema: 


== _ 8 TL 20,86, 
NI ~ 


Por la tabla (suplemento 1) hallamos q (0,36) = 0,3739 
La probabilidad buscada es 


Pro (8) = 0,7301 -0,3739 = 0,273. 


La fórmulo de Bernoulli conduce a otro resultado, precisa 
mente a P, (8) = 0,282. La diferencia tan grande de los 
EUR se debe a quo, en este ejemplo n tiene un valor 

equeño (la fórmula de Laplace da una aproximación bastan- 

uena sólo para valores de n suficiontemente grandes). 


$ 3. Teorema integral de Laplace 


Nuovamente supongamos que se realizan n pruebas, en 
cada una de las cuales la probabilidad de que ocurra el suce- 
so A es constante e igual a p (Ù < p < 1). ¿Cómo calcular la 
probabilidad Pa (ky, ka), de que en n tentativas el suceso 4 
ocurrirá no menos de ky y no más de ką veces (para abreviar 
diremos adesde k, hasta k, veces»)? La respuesta a esta pre- 
gunta la da el teorema integral de Laplace que damos a con- 
tinuación, omitiendo la demostración. 

Teorema. St la probabilidad p de que ocurra un suceso A 
en cada tenlativa es constante y distinta de cero y de la unidad, 
la probabilidad Pn (kı, k:) de que el suceso À ocurra en n ten- 
talicas desde k, hasta k veces, aproximadamente es igual a unu 
integral definida 


Patin hy zz | e 


4 


donde 


r= 


npa 


Al resolver los problemas que requieron la aplicación 
del teorema integral de Laplace, se utilizan tablas especiales, 


2 
puesto que la integral indefinida $ e Y da no se expresa por 
6 


funciones elenóntales, Al final dol libro se da la tabla 


n 
(suplemento 2) para la integral © 0= e Tdz. Enla 


tabla so dan los valores de la función ® (z) para z positivos 
y para z = 0; para z< 0 so utiliza la misma tabla (la fun- 
ción 4 (z) os impar, es decir,  (— z) = — 0 (z)). En la 
tabla so dan los valores de la integral sólo hasta z = 5, ya 
quo para z >5 se puede tomar Q (z) = 0,5. De ordinario 
d (2) so lama función do Laplace. 

Vara podor utili tabla do la función de Laplaco, 
Wransformamos la correlación (*) así: 


tink E 
Pulku ka) œ yaj. z atya) 

Pa ve 
-7z ed Va j e T dz=0(2")—0 (r'). 


Do este modo, la probabilidad de que cl suceso A ocurre 
on n tentativas independientes desde k, hasta k, veces 


P, Œs k) = O (E) — O a’), 
k hy 


donde x' = 


Vi ~ Van 
Veamos ejemplos que ilustran la aplicación del teorema 
integral de Laplaco. 

'jemplo. La probabilidad de quo una pieza no haya pasa- 
do la comprobación de la SCT, es igual a p = 0,2. Hallar la 
probabilidad do quo entro 400 piezas as fortuitamento 
resulten no controladas desdo 70 hasta 100 pieza 

soLucion. Por los datos del problema p = 0,2; g = 0,8; 
n == 400; ki = 70; ky = 100. 
Utilizamos ol teorema integral de Laplace 


Pioo (70, 100) œ 0 (2°) — 0 (z'). 
Calculomos los Jímites inferior y superior de la integración: 
t kanp 70—400-0,2 
NS =—1,25; 
Vivi E 


P y ar 


Do este modo, tendremos 


Paso (70, 100) = 0 (2,5) — O (— 1,25) = O (2,5) + 
+04; 


Por la tabla (suplomento 2) hallamos 
0 (2,5) = 0,4938; Q (1,25) = 0,3944. 
La probabilidad buscada es 
Pago (70, 400) = 0,4938 + 0,3044 = 0,8882. 


Nota. Designemos por m el número de apariciones del suceso A“ 

tentativas independientes, on cada una de las cuales la proba- 

14 de que ocurra el suceso A es constante c igual a p. Si el número 

im varía desde ky hasta k, tendremos que la fracción 2 variará des- 
e Y npg 


7 


e = +. Por lo tanto, ol teorema integral 
npg 
de Laplace también se puede eseribir así 


oe) 


Esta forma de notación la utilizamos más adolmnto. 


$ 4. Probabilidad de desviación de la frecuencia relativa 
respecto de la probabilidad constante en experimentos 
independientes 


Consideraremos nuevamente que se realizan n experi- 
mentos independientes, en cada uno de los cuales la probas 
bilidad de que aparezca el suceso A es constante e igual a 
p(0< p< 1). Tralemos de hallar la probabilidad de que 


la desviación de la frecuencia rolativa = respecto do la proba- 
D 


bilidad constante p, no es mayor, en valor absoluto, que un 
número dado e >Ó. En otras palabras, hallamos la proba- 
bilidad de que se cumple la desigualdad 


| 


»|<e. a 


Esta probabilidad la designaremos así; p (|2 —p|<e). 
Sustituimos la desigualdad (*) por sus equivalentes: 


—e<F—p<e, obin —e< <e 


Multiplicando estos «desigualdades por el factor positivo 


2 


F obtonemos las desigualdades equivalentes a la inicial: 
vz Eo 
RITEN FE 


Aplicamos ol teorema intogral de Laplace a la fórmula 
dada en la nota do la pag. 64. Poniendo 


re] y tey L, tondromos: 


P(—e HS Ejs 


Por último, sustituyendo la dosi 
inicial equivalente a ello, cerrad. 
te obtenemos: 


(L-o<:)=20(./ 5) - 


De este modo, la probabilidad de que se cumpla la desigual- 
dal 


ddad por la desigualdad 
ntre paréntesis, finalmen- 


|£-»|<e 
aproximadamente es igual al valor doble de la función de 
Laplace 20 (z) para z = e 


50300 os 


Ejemplo 1. La probabilidad de que una pieza no es stan- 
dard, es p = 0,1. Hallar la probabilidad de que entro 404 
piezas escogidas fortuitamente la frecuencia relativa do apa- 
rición de piezas no Standard so desvía de la probabilidad 
p = 0,4, en valor absoluto, no más de 0,03. 

soLuciox, Por los datos del probloma n = 400; p = 0,1; 
g= 0,9; e = 0,03. 


Se roquiere hallar la probabilidad P (lio. [0.05) » 
Utilizando la fórmula P ( |2- |< .)= 
=20 (e E), tendremos” 1 (|p — 0,1] < 0,03) = 


20 (0,03/ Hz) = 20 (2). 

Por la tabla (suplemento 2) hallamos @ (2) += 0,4772, 
Por lo tanto, 24) (2) = 0,9544. 

De este modo, la probabilidad buscada es aproximada- 
mente igual a 0,9544, 

Este resultado nos dice que: sí se toma un número sufi- 
ciontomento grando de pruobas de a 400 piozas cada una, 
aproximadamente en el 95,44% de estas prucbas la dosvia- 
ción de la frecuencia relativa respecto do la probubilidad 
constante P = 0,1 no supera en valor absoluto 0,03. 

Ejemplo 2, La probabilidad do quo la pieza no cs stan 
dard, es p = 0,1. Hallar la cantidad de piezas que se debo 
escoger para que con una probabilidad igual a 0,9544 se pm- 
diese confirmar que la frecuencia relativa de aparición do 
piozas no standards (entre las cocine se desvía de la pro- 
babilidad constanto p uo más de 0,03 on va 

sruneios. Por los datos del problema p = O 
e = 0,03; 


»(|2-0,1|<0,03) =0,0544. 
Hay quo hallar n. 
Utilizamos ta fórmula P (=>. 


ww E). 
Según los datos, 
20 (0,03 )= 20 (0,1 V 7) =0, 
Por lo tanto, 0 (0,1 V7) = 0,4772. 
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Por la tabla (suplemento 2) hallamos 
0 (2) = 0,4772. 
Para hallar el número n obtenemos la ecuación 


01Yn = 2. 


De donde ol número de piezas buscado z = 400. 

El resultado obtenido nos dico que: si se Loma un número 
suticiontomonto grando de pruobas de a 400 piezas, on ol 
95,44% do ostas pruebas lu frecuoncia relativa de aparición 
de piezas no standards so diferencia de la probabilidad cons- 
tante p = 0,1 no más do 0,03 en valor absoluto, es decir, la 
frocuencia rolativa estará comprendida entre los límites des- 
de 0,07 (0,1 — 0,03 = 0,07) hasta 0,13 (0,1 + 0,03 = 0,13), 

Ln otras palabras, el número de piozas no standard en ol 
95,44% de las pruebas estará comprendido entre 28 (7% 
de 400) y 52 (13% de 400). 

Si se toma solamente una prueba de 400 piezas, con gran 
certeza se puede esperar que en esa prueba habrá no menos 
de 28 y no más de 52 piezas no standard. Es posible, aunque 
poco probable, que las piezas no stundards resulten menos 
do 20 o bien más de 52. 


Problemas 


1. En un taller hay 6 motores, La probabilidad para cada motor de 
que on el instante dudo esté conectado es igual a 0,3. Hallar la proba- 


lidad Jo que eu el instanto dado: a) están conectados 4 motoros; 
$) están conectados todos los motores; c) todos los motores están dos- 
conectados. 


a) Pa(á) = 0,246; b) Pa (6) = 0,26; c) Pa(0) = 


2. Hallar la probabilidad de que el suceso A ocurrirá no menos de 
dos vecos on cinco pruobos fudopondientes, si en cada tentativa la pro- 
babilidad de que ocurra el suceso 4 es igual a 0,3. 


Respuesta P = 1 — (Ps (0) + Pe (1)) = 0,472. 


3. El suceso B ocurrirá, si el suceso A se produco no monos do dos 
vecos. larla probabilidad do que ol suceso £ ocurrirá, si se realizan 
4 pruebas independientes, en cada una do las cuales la probabilidad 
de que ocurta el suceso A es igual 


Respuesta P = 1 — (Pa (0) + Pa (4)] = 0,767. 


4. Se han realizado 8 experimentos independientes, en cada uno 
de los cuales la probabilidad de ocurrir el suceso 4 es igual a 0,1. Ha- 
ilar Ja probabilidad do quo el sucaso A ocurra por lo monos 2 veces, 


Respuesta P = 1 — |P, (0) + Pa (1)) = 0,49. 


5. So arroja una moneda 6 veces. Hallur la probabilidad de que 
caiga cara: a) menos de dos veces; b) no menos de dos veces. 


Respuesta a) PEPO PA= 


b) Qmii (0Ps E. 


7, Hallar la probobilidad aproximada dle 400 pruebas un 
suceso ocurrirá exactamente 104 veces si la probabilidad de su apari- 
ción en cada prueba es igual a 0,2. 


Respuesta Paso (104) = 0,0006. 


8. La probabilidad de que un tirador huga impacto on el blanco on 
un solo disparo es igual a 0,75, Hallar la probabilulad «lo que on 400 
disparos se hará blanco; a) m monos de 70 y mu más do 80 voces, b) 
no más do 70 veces. 


Respuesta a) Pys (70, 80) = 20 (1,15) = 0,7498; 
puerta e 0 WAS 


4 0,5 = 0,1251. 
9. La probabilidad de que ocurra un suceso en cada una do las 
10 000 pruebas indopondientes es p = 0,75. Hallar la probabilidad de 
gue Jo irecuoncin relativa do aparición del suceso so desvía de su pro- 
abilidad no más de 0,001 en valor absoluto. 
Respuesta P = 20 (0,23) = 0,182. 


10, La probabilidad de que ocurra un suceso en cada una do las 
probas indspendiontes os Igual a 0,2, Hallar qué desviación de la 
:uencia relativa de aparición do un suceso respecto de su probabi- 
lidad so puedo esperar con la probabilidad 0,9128 on 5000 expotimen= 
Los. 


Respuesta e = 0,00967. 


14, ¿Cuántas veces hay quo arrojar una moneda para que con la 
psobabilidad 0,6 so pueda esporar quo la desvinción de la Frecuencia 
relativa de aparición do Ja cara respesto do la probabilidad p == 0,5 
resulto en valor absoluto no mayor de 0,01? 

Respuesta n = 1764. 


Parte segunda 
Magnitudes aleatorias 


Capítulo sexto 


TIPOS DE MAGNITUDES ALEATORIAS. 
DETERMINACION DE UNA MAGNITUD ALEATORIA DISCRETA 


$ 1. Mognitud aleatoria 


En la primera parte se citaron los sucesos constituidos por 
la aparición de uno u otro número. Por ejemplo, al tirar un dado 
pueden aparecer los números 1, 2, 3, 4, 5 y 6. No se puede 
determinar de antemano el número de puntos caídos, puesto 
que ello depende de muchas causas fortuitas que no son posi- 
bles de tomar en consideración íntegramente. En esto sen- 
tido, el número de puntos es una magnitud aleatoria; los 
números 1, 2, 3, 4, 5 y 6 son los ralores posibles de esta 
magnitud. 

Se llamo aleatoria la magnitud que como resultado de un 
experimento toma uno y solamente un valor posible, de ante- 
mano desconocido y dependiente de causas fortuitas que pre- 
viamente no se pueden tener en cuenta. 

Ejemplo 1. El número de niños nacidos entre cien recién 
nacidos es una magnitnd aleatoria que tiene los siguientes 
valores posibles: 0, 1, 2, . 100. 

Ejemplo 2. La distancia que recorre un proyectil al dis- 
parar con un cañón es una magnitud aleatoria. En efecto, la 
distancia depende no sólo de la puesta de alza, sino también 
de muchas otras causas (fuerza y dirección del viento, 
temperatura, etc.) que no pueden ser consideradas ontera- 
mente, 

Los valores posibles de esta magnitud corresponden a un 
cierto intervalo (a, b). 

En adelante las magnitudes aleatorias las designaremos 
por Jas letras mayúsculas X, Y, Z, y sus valores posibles, 
respectivamente, por las minúsculas z, y, z. Por ejemplo, si 
la magnitud aleatoria X tiene tres valores posibles, éstas las 
designaremos así: Zi, Za, Ty 
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$ 2. Magnitudes aleatorios discretas y continuas 


Volvamos a los ejemplos expuestos antes, En el primero 
de ollos la magnitud aleatoria X podría tomar wno de los 
siguientes valores posibles: O, 1, 2, ....., 100. Estos valores 
están separados entre sí por intervalos, en los quo no hay 
valoros posibles de X. En consecuencia, en este ejemplo la 
AAN alentoría toma valores posibles individuales ais. 
ados. 

En el segundo ejemplo la magnitud aloatoria podría to- 
mar cualquiera de los valores del intervalo (a, b). Aquí 
no se puedo separar un valor posible de otro por un intervalo 
quo no contenga valores posibles de la magnitud aleatoria 

De lo oxpuesto se deduce la convoniencia de distinguir las 
magnitudes aleatorias que toman sólo valoros ini duales, 
aislados, y las magnitudes aleatorias, cuyos valores posi- 
bles lonan enteramente cierto intervalo. 

Se lama disereta (diseontinna) la magnitud alostorin que 
toma valores posibles individuales aislados con prohabili- 
dades determinadas. El número de valores posibles de una 
magnitud aleatoria discrota puedo ser finito o infinito. 

Se llama continua la magnitud alentoria que puedo tomar 
todos los valores de nn cierto intervalo finito o infinito. 
Evidentemente, el número d dores posibles de una magni- 
tud aleatoria continua es infinito. 


m 
exacta, 


ta. Esta definición de la magnitu 
lás adolante daremos una defini 


Joatoria continun no es 
jón más rigurosa. 


$ 3. Loy de distribución de probabilidades de una magnitud 
aleatoria discreta 


A primera vista puede parecer que para profijar ima mag- 
nitud aleatoria disereta es suficiente ennmorar todos sus 
valores posibles. En realidad esto no es así: las magnitudes 
aleatorios pueden tener enumeraciones idénticas do valoros 
posibles, y sus probabilidades son distintas. Por eso, para 
prefijar una magnitud aleatoria discreta no os suficiente enn- 
morar todos sus valores posibles, sino que hay que indicar 
también sus probabilidades. 

Se lama ley de distribución de una magnitud aleatoria dis- 
creta la correspondencia entre Jos valores posibles y sus pro- 
babilidados; ésta puede profijarso tabulada, analíticamonto 
(on forma do fórmula) y gráficamente. 


w 


Cuando la ley de distribución de una magnitud aleatoria 
discreta se da tabulada, la primera línea do la tabla con 
los valoros posibles y la segunda, sus probabilidades: 


Z aa Za 


P Ps Poo Pw 
Tomando en consideración que en un experimento la mag- 
nitud aleatoria toma uno y solamente un valor posiblo, dedu- 
cimos que los sucesos X = zy, X = Za 0 1 X = Za for- 
man un grupo completo; por lo tanto, la suma de las proba- 
bilidades de estos sucesos, os decir, Ja suma de las probabi- 
lidados de la segunda línea es igual a la unidad: 


MAPA hn le 


Ejemplo. En una loterio se han emitido 100 billetes. 
Se sortea un premio de 50 rublos y dicz premios do 4 rublo 
cada wmo. Hallar la loy de distribución de la magnitud alen- 
toria X, es decir, el valor del premio posible para el poseedor 
de un billete de lotería. : 
sorucion. Escribimos los valores posibles de X: 


7 =5, n=! 2-0 


Las probabilidades de estos valores posibles son: 
H, pe=04, pa A + 
mos la ley de distri buscada: 
x 50 40 0 
p 001 01 0,89 


Verificación: 0,01 + 01, + 0.59 = 1. 

Para claridad la Joy de distribución de la magnitud alea- 
toria discreta puede representarse también gráficamente. 
para lo cual en el sistema de coordonadas rectangulares se 
marcan los puntos (z,, pi) y luego se unen por segmentos de 
rectas. La figura obtenida se llama polígono de distribución. 


= 0,89. 


$ 4. Distribución binominal 


Supongamos que se realizan n experimentos independien- 
tes, en cada uno de los cuales el suceso A puede ocurrir, o no 
ocurrir. La probabilidad do que ocurra el suceso en todas las 
pruebas es constante e igual a p (por lo tanto, la probabili- 
dad de que no ocurra es g = 1 — p). Consideremos como mag 


“n 


nitud aleatoria discreta X el número de apariciones del suce- 
so A en estas pruobas. 

Planteémonos el problem r la loy de distribución 
de la magnitud X. Para su resolución hay que determinar los 
valores posibles de X y sus probabilidades. 

Evidentemente, ol suceso A en n pruebas puede no aparo- 
cer, o aparece 1 vez, o 2 veces, ..., on veces. Por consi- 
guíonto, los valores posibles de X son: 

1 =0 n=, 21=2. 


Queda por haliar las probabilidades de ostos valores posi- 
bles, para lo cual es suficiente utilizar la fórmula de Ber- 


noulli: 
Pa (k) = Cap" 


donde k = 0, 1, 2, . a, n 

La fórmula (*) es precisamente la expresión analítica do 
la ley de distribución buscada. 

Se llama binominal la distribución de la probabilidad do- 
terminable por la fórmula de Bernoulli. 

La ley se llama ebinominal» puesto que el segundo miem- 
bro de la igualdad (*) se puede considerar como término 
general de la descomposición del binomio de Newton 
E -HATA E 

De este modo, el primer término de la descomposición 
p” determina la probabilidad de que el suceso examinado 
ocurra z veces en n pruebas independientes; el segundo tér- 
mino np"-!g determina la probabilidad de que el suceso ocn- 
rran — 1 veces; ...; el último término q” dotermina la 
probabilidad de que el suceso no ocurra ni una sola vez. 

Escribimos la ley binominal en forma de tabla: 


X n n k á 
P pP np rh o 


Ejemplo. Una moneda so arrojo dos veces. Escribir on 
forma de tabla la ley do distribución de la magnitud alea- 
toria X, es decir, ol número de caídas do cara. 

soLuctow. La probabilidad de que aparezca la cara cada 


vez quo se arroja la moneda es p = + , por lo tanto, Ja proba- 


bilidad de que no aparezca la cara os q=1—4=+. 


r Tny Re 


y 


na 


Si la moneda se arroja dos veces la cara put 
2 vecos, o 1 vez, o no aparecer. En consecuencia, 
posibles de X son: 


.=2 =4, 7=0 


Por la fórmula de Bernoulli hallamos las probabilidades 
do ostos valoros posiblos: 


Pa =C = (+)'=0,25, 
PG= Cie 5 =0,5, 
PA (0) =P= (5) =0,25. 
Escribimos la Joy de distribución buscada: 
x 2 1 0 


p 0,25 0,5 0,25. 
0,25 | 0,54 0,25 = 1. 


Va 


$ 5. Distribución de Poisson 


Supongamos que so realizan n exporimentos independien- 
tos, on cada uno de los cuales la probabilidad de que aparezca 
el suceso A os igual a p. Para determinar la probabilidad de 
apariciones k del suceso en estas pruebas se utiliza la fórmula 
de Bernoulli. Si 1 os grande, se utiliza la forma asintótica 
de Laplace. Sin embargo, esta fórmula no es útil si la proba- 
bilidad del suceso es pequeña (p < 0,1). En estos casos (n 
es grando y p pequeño) so emplea a Ja fórmula asintótica de 
Poisson, 

Do osta manera, nos planteamos hallar la probabilidad do 
que para un número muy grando de pruebas, en cada una de 
Jas cuales la probabilidad del suceso es muy pequoña, ol 
suceso ocurrirá exactamonto le veces. 

Hagamos una importante admisión: ol producto np con- 
serva um valor constante, precisamente np = A. Como es 
de esperar do lo wlterior (cap. VII, $ 5) esto significa que ol 
promedio de apariciones del suceso en diferentes series de expe- 
rímentos, es docir, para distintos valores do n, permanece 
invariable. 
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Utilizamos la fórmula de Bernoulli para calcular la proba- 
bilidad que nos interesa: 


Pa) =D 8 A po, 

2. Por lo tanto, 

AA A, 
z x 


Tomando en consideración que n tiene un valor mny gran- 
de, on mgar de P, (k) hallamos lím P,, (%). En este caso se 


Puesto que pn = 2, p = 


P (a ea 


hallará sólo el valor aproximado de la probabilidad buscada: 
aunque » es grande, pero finito y al hallar el límite hacemos 
tender n a infinito. 

Así pues, 


P, (k) = lim” 


(1) (1 


Pim (14) tim (14) "rent 


De este modo (para sencillez de la inscripción se ha omiti- 
do el signo de igualdad aproximada), 
La 

ul 

Esta fórmula expresa la ley de distribución de Poisson de 
las probabilidades de sucesos raros (p pequeño) de masas 
(n grande). 
p des E leam abia epi, con cuyo enla pueda alle 

Ejemplo. Una fábrica envió al dopásito 5000 piezas de 
buena calidad. La probabilidad de que durante el transporte 
una pieza se deteriora, es igual a 0,0002. Hallar la probabi- 
lidad de que lleguen al depósito 3 piezas inservibles, 

sotucton. Por los datos del problema n = 5000. p= 
= 0,0002, le = 3. Hallamos A: 


A = np = 50000,0002 = 1. 


Pai) = 


1 


La probabilidad buscada por la fórmula de Poisson es 
aproximadamente igual a 


$ 6. Flujo elemental de sucesos 


Veamos los sucesos que ocurren on instantes aleatorios 
de tiempo. 

Se Mann flujo de sucesos la sucesión do sucesos que ocu- 
rren en instantes aleatorios do tiempo. Como ejemplos de flu- 
dos podemos citar: las Mamadas a una central tolofónica 
automática (CTA), a un céntro de servicio médico de wrgen= 
cia: la egada de nviones a) acropuerto, do los clientes a un 
taller do servicio cotidiano, Ja sucesión de fallos de clemen- 


los. ote. 
¡intro las propiedades, propias de los fnjos, distingnimos 
Jas de calidad de estacionario, de ausencia de efecto posterior 


y de calidad de ordinario. 

La propiedad de calidad de estacionario so determina 
con que la probabilidad de que ocurran A sucesos en cual- 
mier intervalo de tiempo depende solamente del número k 
y de la duración £ del intervalo v no dependo del comienzo 
de su lectura; en este caso, los distintos intervalos de tiem- 
po se suponen no intersecables. Por ejemplo, las probabili- 

lados de que acurran Je surosos on los intervalos do tiempo 
(i; 7), (10; 16), (T; T + 6) de igual duración £ = 6 nnida- 
des de tiempo, son iguales entro sí. 

Así, si wn fInja nosee la propiedad de calidad de estacionario, 
la probabilidad de que ocurran k sucesos en un intervalo de 
liempo de duración t es una función que depende solamente 
debat. 

Zu propiedad de auusencia de efecto posterior» so caracteri- 
za com que la probabilidad de que ocurran X sucesos on cual- 
amier intervalo de tiempo no dependo de que hayan ocurrido 
o no los sucesos on los instantes de tiempo quo precodon al 
comienzo del intervalo considerado. En otras palabras, la 
probabilidad condicional de que ocurran Æ sucesos on cual- 
quier intervalo de tiempo. calenlada para todas las suposicio= 
nos de lo que ocurrió hasta el comienzo del intervalo consi- 
dorado (cuántos sucesos ocurrieron, on qué sucesión), es 
igual a la probabilidad incondicional. De este modo, la pre- 
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historia del flujo no se manifiesta sobre las probabilidades 
de que sucesos ocurran en wn futuro próximo. 

Asi, si un flujo posee la propiedad de ausencia de efecto 
posterior, hay la independencia mutua de apariciones de un 
número u otro de sucesos en intervalos de tiempo no interseca- 
bles, 

La propiedad de calidad de ordinario se caracteriza con 
que la oparición de dos y más sucesos en un intervalo de tiem- 
po pequeño, prácticamente es imposible. En otras palabras, la 
probabilidad de que ocurra más de un suceso en un pequeño 
intervalo de tiempo es desprecinblo en comparación con Ja 
probabilidad do que ocurra solamente un suceso. 

Así, sl un flujo tiene la propiedad de calidad de ordinario, 
en un intervalo de tiempo infinitamente pequeño puede ocurrir 
no más de un suceso. 

El flujo de sucesos que posee las propiedades de calidad 
de estacionario, de ausencia de efecto poslerior y de calidad 
de ordinario se llama simple o elemental (de Poisson). 

Nota. Generalmente es dificil establecer en la práctica si el flujo 
tione las propiedades antes enumeradas. Por eso, se han hallado otras 
condiciones, cumpliéndose las cuales el flujo puedo considerarse elo- 
mental, o próximo al elemental. En particular, se ha establecido que 
si un flujo es la suma de un número muy grande de [lujos estacionarios 
independientes, la influencia de cada uno de los cuales sobre la suma 
(edo total) es despreciable, el flufo totel (en condición de su calidad 

le ordinario) es próximo al elemental. 


El promedio de sucesos que ocurren en la unidad de tiem- 
po se lama intensidad del flujo %. 

Se puede demostrar que si la intensidad constante del 
flujo es conocida, la probabilidad de que ocurran k sucesos 
de un flujo elemental por un intervalo de tiempo £ se deter- 
mina por la fórmula de Poisson 


PL Oie 


Esta fórmula refleja todas las propiedades del flujo ele- 
montal. 

En efecto, de la fórmula se aprecia que la probabilidad 
de que ocurran k sucesos en el tiempo £, para una intensidad 
dada, es una función de Æ y t, lo que determina la propiedad 
de carácter estacionario. 

La fórmula no utiliza la información sobre la aparición 
de los sucesos hasta el comienzo del intervalo considerado, Lo 
que caracteriza la propiedad de ausencia de efecto posterior. 
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Demostremos que la fórmula refleja la propiedad de cali- 
dad de ordinario. Poniendo k =0 y k = 1, hallamos respec- 
livamento las probabilidades de que no ocurran los sucesos 
y de que ocurra un solo suceso: 


Prf0)=0M, Pi (4) = Atem, 


Por lo tanto, la probabilidad de quo ocurra más de un suceso 
es 


Pi (k> 1) = 1 — Pi (0) -+ Pr (1)) = 1— (04 4 em]. 
Descomponiendo 


ent a 


E 
después de transformaciones simples, obtenemos 


Pp>1y= 4 


Comparando Ps (1) y Pe (> 1), deducimos que para 
pequeños valoreR de £ la probabilidad do quo ocurra más 
de un suceso es despreciable en comparación con la proba- 
bilidad de que ocurra un suceso, lo que determina la propio- 
dad de calislad de ordinario, 
anera, la fórmula do Poisson puedo considerar- 
se un modelo malemático de un flujo clemental de sucesos. 

Ejemplo. El promedio de llamadas recibidas por una 
CTA on un minuto, es igual a dos. Hallar las probabilidades 
de que en 5 minutos so reciban: a) 2 Mamadas, b) menos de 
dos llamadas, c) no menos de dos llamadas. EÍ flujo de Ila- 
madas se supone elemental, 

souucion. Por los datos del problema 2=2, £=5, 
2. Utilizamos ln fórmula do. Poisson 


A 
a) La probabilidad buscada de que on 5 minutos se roci- 
han 2 Mamadas 
Pa =E IO 0,00225. 
Esto suceso prácticamente es imposible. 
n 


D) Los sucesos «no se recibió ninguna Mamada» y «so reci- 
bió una Mamada» son mutuamente excluyentes, por oso la 
probabilidad buscada do que en 5 minutos se reciba menos 
de dos llamadas, por el teorema de adición, es 


Py (k< 2) = P, (0) + Ps (1) =e04 LE 0,000495. 
es imposible. 


Este suceso prácticame 
e) Los sucesos eso recibió menos do dos llamadas» y sso 
recibieron no más de dos llamadas» sou opuestos, por eso la 
probabilidad buscada de que en 5 minutos so reciban no 
menos de dos llamadas es 
P, (k >2) = 1 — P, (k < 2) = 1 — 0,000495 = 0,999505. 
Esie suceso os prácticamente cierto. 


Problemas 


1, Los valores posibles de una magnitud aleatoria son: z, = 2, 
zam Š, za e 8. So conocen las probabilidades do les dos primeros 
Valores posibles: py = 0,4, Pa = 0313. Hallar la probabilidad de zs 
Respuesta py = 0,45. 2 
2. Un dado se ha tirado 3 veces, Escribir la les de distribución 
del número de apariciones del sei 
Respuesta X 3 2 1 o 
4 15 35 425 
Pae 6 A A 
3. Componer la ley de distribución de las probabilidades del núme- 
ro de apariciones do un suceso Aen tres pruebas independiontos, slo 
probabilidad de que aparezca el suceso eu cada una de las pruebas es 
igual a 0,6. 
Respuesta k 0 1 2 3 
p 0064 0,253 0,432 0,216 
4. Una hiladora aticade 1000 husos. La probabilidad de quo so 


corte el hilo en un huso durante un minuto es igual a 0,004, Hallar la 
probabilidad de que en un minuto so produzca el corte en cinco husos. 

Respuesta. Pino (5) =0,1562. 

5, Hallar el promedio de errores en una página monuscrita, si la 
probabilidad de quo la página manuscrita contenga por lo monos un 
Srror es igual a 08 Se supone que ol número do errores está distribui- 

rún la 


ley do Poisson. 
¡dvertencia: el probloma se reduce a buscar el parámetro % do la 


ecuación e7% = 0,05. 
Respuesta 3. 
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6, El comuutadoc de una institución atiendo 400 abonados. La 
probabilidad de que durante un minuto un abonado llame al conmuta- 
dor, es igual a 0,02. ¿Cuál de los dos sucesos es más probablo: en un 
minuto [aman 3 abonados; llaman 4 abonados? 


Respuesta Pios (3) = 0,48; Pazo (4) = 0,09. 


7. Un origioal do 1000 páginas escritas a máquina contione 1000 
Hallar la probabilidad do que un: tomada al azar con- 
) por lo monos un error, b) cxactamonte 2 errores, c) no menos 
de dos estores. Se supone que el número de errores está distribuido por 
la loy de l'oisson. 


Hespuesta 1) P= 1 
e) P = 0,2642, 


8. El promedio do Momadas 
os igual a cinco. Mallar la probabil 
n) 2 llamadas, 1) monos do dos Mamas 

Advortoncin: e=» == 0,000045. 


Nespuesta a) 0,00225, b) 0,000495, c) 0,999505. 


= 0,6324, D) Propo (2) = 0,18305, 


ibidas por una CTA on un minuto 
jd de que on 2 minutos se reciber 
e) no monos de dos llamad: 


Capítulo séptimo 


ESPERANZA MATEMATICA DE UNA MACNITUD 
ALEATORIA DISCRETA 


$ 1. Caracteristicas numóricas de magnitudes 
aleatorias discretas 


Ya sabemos que la ley de distribución caracteriza comple- 
tamente la magnitud algatoría. Sin embargo, do ordinario la 
Toy de distribución no se conoce y hay que limitarse a monos 
datos. A veces, incluso convieno utilizar números que dos- 
criban la magnitud aleatoria en total; estos números se lla: 
man características numéricas de una magnitud aleatoria. 
Entre los coractorísticas numéricas más imporlantes cabo 
mencionar la osperanza matemática. 

Como se demostrará más adelanto, la esperanza matomá- 
ica es aproximadamente igual al valor medio do la magni- 
tud aleatoria. 

Vara la resolución do muchos problemas es suficiente co~ 
nocor la esporanza malomática. Por ejemplo, si so sabo que 
la esporanza matemálica del número de puntos marcados por 
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ol primer tirador es mayor que el de los marcados por el se- 
gundo, el primer tirador marcará un promedio mayor de pun- 
tos que el segundo y, por lo tanto, dispara mejor que el se- 
undo. 

iir y E ASEE P da ea castidad 
bastante menor de datos sobre la magnitud aleatoria que la 
ley de su distribución, para resolver los problemas, como el 
expuesto y otros más, resulta suficiente conocer la esperanza 
matemática. 


$ 2. Esperanza matemática de una magnitud 
aleatoria discreta 


So Ilama esperanza matemática de una magnitud aleatoria 
la suma de los productos de todos sus valores posibles por sus 
probabilidades. 

Supongamos que una magnitud aleatoria X puede tomar 
solamente los valores 2}, Zs. » + «, Za, cuyas probabilidades 
respectivamente son Py, Pes -- -, Pa: En eso caso, Ja ospe- 
ranza matemática MM (X) de la magnitud aleatoria X se 
determina por la igualdad 


MAX) = 2P, + BPa + > + LaPa 


Nota. De la definición se deduce que la esperanza matemática do 
vna magnitud aleatoria discreia es una magnitud, no aleatoria (con 
tante). Rocomendamos no olvidar esta afirmación, puesto que más 
adelante se utiliza con frecuencia. En adelante el lector sabrá que la 
esperanza matemática do una magnitud aleatoria continua tombión 
es una magnitud constante. 

Ejemplo 1. Hallar Ja esperanza matemática do una mag- 
nitud aleatoria X, conociendo su ley de distribución: 


sd 
p 04 06 0,3, 


SOLUCION. La esperanza matemática buscada es igual a la 
suma do los productos de todos los valores posibles do la 
magnitud aleatoria por sus probabilidades; 


M (X) = 3-0,1 + 5-0,6 + 2-0,3 = 3,9. 


Ejemplo 2. Hallar la esperanza matemática dol número 
de apariciones del suceso A en una prueba, si la probabilidad 
del suceso A es igual a p. 
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somucton. La magnitud aleatoria X, o sea, el número 
de apariciones del suceso A en una prueba puede tomar sola- 
mente dos valores: z, = 1 (el suceso A ocurrió) con la pro- 
habilidad p y z, = 0 (el saceso A no ocurrió) con la proba- 
bilidad q =4 — p. La esperanza matemática buscada es 


M(X) =1p+0q =p. 


Do sverto que la esperanza matemática del nuímero de apa- 
riciones de un suceso en una prueba es igual a la probabilidad 
de ese suceso, Esto resultado so utilizará más adelanto. 


$ 3. Sentido probabilístico de la esperanza matemática 


Supongamos que se han realizado n pruebas, cn las cna- 
los la magnitud aleatoria X ha tomado m, vez ol valor 24, 
ma voz el valor Ze, . » ., my voz el valor za; adomás, m, + 
+ m, + . > + ma = n. En ese caso, la suma de todos los 
valores tomados por X, es igual a 


aan, + zam + E ay 


Hallamos la media aritmética X de todos los valoros 
tomados por Ja magnitud aleatoria, para lo cual dividimos 
Ja suma obtenida por el número total de pruebas: 


o bien 


tiva W, del valor z,, 22 es la frecuencia relativa IV, del 


yalor za, etc., por lo cual la correlación (*) podomos escri- 
birla así: 


Rei WAV pr Who (=) 


Supongamos quo el número de pruebas es bastante grando. 
Entonces la frecuencia relativa es aproximadamente igual 
ala peatun de aparición del suceso (esto se demostrará 
on ol cap IX, $ 6): 


Wape Wy pa <- Wip 


50360 81 


Sustituyendo en la correlación (**) las frecuencias relati- 
vas por las correspondientes probabilidades, obtenemos 


X xmm taph >> hno 


El segundo miembro do esta igualdad aproximada es Al (X). 
Do tal manera, 


X a M(X). 


El sentido probabilístico del resultado obtenido es: da 
esperanza matemática es aprozimadamente igual (unto más 
exacto, cuanto mayor es ol número do pruebas) a la media 
aritmética de los valores observados de la magnitud aleatoria. 


Nota L. Se comprende fácilmente quo la esperanza matemática es 
payor que el mínimo y menor que el máximo de los valores posibles 
En otras palabras, en el oje numérico los valures posibles están dispues- 
tos a la izquierda y a la derecha de la esporanza matemática, En esto 
sentido, la esperanza matemática caracteriza le situación de la distri- 
buen t eso, de ordinario se lawa ce distribución 

Este u do adoptado de mecáni 
mrn Están situados cm los 


o de gravedad 


además d} p; = f, tendremos que la abscisa del con 
¿ASA 
Pi 
Tonicwdo en cuenta que Day M0 y Fiet, oblencnros 
MX) = 20 
De suerte que la esporanza matemática es la abscisa del centro de 


ravodad de un sistema do puntos materiales, cuyas abscisas son Igua- 
les a los valores posibles ilo la magnitud aleatoria y sus masos, a Sus 
probabilidades. a 
ota 2. El origon del término sesperanza juutomáticas está vin- 
culado con el paríodo inicial do surgimiento de la teoria de las proba- 
bilidados (siglos XVI = XVII), cuando el compo de su aplicación 
se limitaba a los juegos do azar. Al jugador lo interesaba el valor medio 
del promio esperado”o on otras palabras, lo esperanza matemática del 


promio. 


$ 4. Propiedades de la esperanza matemática 


Propiedad 1. La esperanza matemática de una magnitud 
constante .es igual a la misma constante: 


M (C) = C. 
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brsosrraciox. La constante C la  considoraremos 
como una magnitud aleatoria discreta que tiene sólo un 
valor posible C y lo toma con la probabilidad p = 1. Por lo 
tanto, 


M(C) =C.4 =C. 


lo, si la probubilidad del valor posi- 
CE oa ol moot Es, 


Propiedad 2. Un factor constante se puede sacar fuera del 
signo de esperanza matemática: 


M (CX) =C-M (X). 
DEMOSTRACION. Supongamos que la magnitud ale: 


toria X está dada por la Toy de distribución de las probabi- 
idades: 


X B a Za 
P M h o Par 


Tomando en consideración la nota 1, escribimos la ley 
de distribución de la magnitud aleatoria CX: 


CX On Cr ... Con 
P Mh Mh o Pa 


La esperanza matemática de la magnitud aleatoria CX 
es 


M (CX) =Cx,p, + Copa +. + + Coapa = 
=C (ap + +++ Zapa) = CM (X). 


Así, 
M (CX) =CM (X). 


Nota 2. Antes do pasar a la siguiento propiedad, cabo señalar que 
dos magnitudes aleatorias so llaman independientes cuando Ja loy do 
distribución do una do ollas no depende de qué valores posibles ha 
tomado la otra magnitud. En caso contrario, las magnitudes aleatorias 
son dependientes, Varias magnitudes aleatorias so llaman mutuamente 
independientes si la ley de distribución do cualquior número de ellas no 
dopenden de qué valores posibles tomaron las restantes magnitudes. 
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Nota 3. Determinamos el producto de las magnitudes aleatorias 
independientes X e Y como una magnitud aleatoria XY, cuyos valores 
posibles son iguales a los productos de cada valor posiblo do X por cada 
valor posiblo de Y; las probabilidades de los valores posibles del pro- 
dueto AY son iguales a los productos de ls probabilidades do Jos valo- 
ros posibles de dos factores. robabilidad del valor 
posible sy a qual e; la probabi for posiblo y, es igual 
ES la probabilidad del valor posible sy, es igun a put 


Propiedad 3. La esperanza matemática del producto de dos 
magnitudes aleatorias independientes es igual al producto de 
sus esperanzas matemáticas: 


M (XY) = M (X) M (Y). 
DEMOCTRACION. Supongamos que las magnitudes aloa- 


torias indepondientes X e Y están prefijadas por sus leyos 
de distribución de las probabilidades*: 


Xuxa Ynah 

P pahe 88h 
Componemos todos tos valores que puedo tomar ta 
nitud aleatoria XY, para lo cual multiplicamos todos los 
valores posibles de X por cada valor posible de Y; como rosul- 


lado obtenemos: Zii, Zau 2182 Y Zs 
Teniendo en cuenta la nota 3, escribimos la sley de dis- 
tribución» del producto XY: 


XY muy nyi Tihe T 
P pigi Pags Pigs Paba 
La esperanza matemática os igual a la suma de los pro- 
ductos de todos los valores posibles por sus probabilidades: 
M (KY) = 2 Paba F Za Paba H TV PBa H EV Pala 
o bien 
M (XY) = hga (Pa H Tapa) + Vaga (BaPa + tap) > 
= (pr + apa) (YB F Y8) = M (X) M (0. 


Do este modo, Af {XY) = Af (X)-M (Y). 


+ Nos homos limitado a un número pequeño do valores posibles, 
paya simplificar los cálculos, En el caso general, Iu demostración s 
análoga. 
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Corolario. La esperanza matemática del producto de varias 
magnitudes aleatorias mutuamente independientes es igual al 
producto de sus esperanzas matemáticas. 

Por ejemplo, para tres magnitudes aleatorias tonemos: 


M (XYZ) = M (XY -Z) = M (XY) M (2) = 
= M (X) M (Y) M (2). 


Para un número arbitrario de magnitudes aleatorias la 
demostración se realiza por el método de inducción mate- 
mática. 


Ejemplo 1. Las magnitudes aleatorias independientes X 
o Y están prefijadas por las siguientes leyes de distribución: 
x5 24 Y 7 9 
p 06 01 03 p 08 0,2 
Hallor la esperanza matemática de la magnitud aleatoria XY. 
soLucioN. Hallomos la esperanza matemática de cada 
una de las magnitudes dadas: 
M (X) =5.0,6+2-0,1 + 4-0,3 = 4,4; 
M (Y) = 7-0,8 + 9-0,2 = 7,4. 


Puesto que las magnitudes aleatorias X e Y son indepen- 
dientes, la esperanza matemática buscada es igual a: 


M (XY) =A (X) M (Y) =4,4- 


roductos de la 
Esndlcional del 


La propiedad que so da a continuación se cumple tanto 
para las magnitudes aleatorias independientes, como para 
los dependientes. 

Propiedad 4. La esperanza matemática de la suma de dos 
magnitudes aleatorias es igual a la suma de las esperanzas ma- 
temáticas de los sumandos: 


M (X + Y) = M (X) + M (Y). 
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DEMOSTRACIÓN: Supongamos que las magnitudes alea- 
torins X e Y están prefijadas por las siguientes leyes de dis- 
tribución”: 
Xan Y ns 
P Mh Mhe R R g 
Componemos todos los valores posibles do la magnitud 
X + Y: para lo cual, a cada valor posible de X sumamos 
cado valor posible de Y; obtenemos, E m7, + Ya 1- i 
y 22 2. Los probabilidados do estos valores Kis designa- 
imas respectivamente por Pa, Pias Par Y Paro 
La esperanza matemática de la magiitud X J- Y os 
igual a la suma do Jos productos de los valores posiblos por sns 
probabilidades: 


M (X + Y) = (2 + 95) Pa + (i H ya) Pis e 
ok (za 9) Pa + (£s H 0) Paw 


o bien 


M (X + Y) = z, (Pa + Pid) + Za (pa + Pa) + 
+n (Pnl Pa) A ys (a | Pae) () 
Demostremos que py + Pra = pi, Fl suceso constituido 
en que X toma el valor z, (la probabilidad de esto suceso es 
igual a py), da lugar al suceso que consiste en que X + Y 
toma el valor z, + y, o bien 2, + ya (la probabilidad de 
este sucoso por el teorema de la adición es igual a py + pa) 


+ inversamente. De aquí so deduco que py 1 Ma = P 
Análogamente se demuestran Jas igualdades 
+ Pa = Pa Pu EPa = 81 Y Ps + Pa = Bos 
Sustituyendo los primeros miembros de estas igualdados 


en la correlación (*), obtenemos: 
M(X +Y) = (am + zap) + n + 
o bien, finalmente 
M(X + Y) = M (X) 4 M Y). 


Corolario. La esperanza matemática de Ja suma de vartas 
magnitudes aleatorias es igual a la sumu de las esperanzas 
matemáticas de los sumandos. 
wa simplificar la Jodneción nos rmitamos sólo a dos valwes 
posibles de cada unn de las magnitudes. En el caso gencral, la demostra- 
ción es análoga. 


Por ejemplo, para tres magnitudes sumandos tendremos: 
M(X +Y +2) =MUX + YN) +Z = 
= M (X + Y) +M (Z) = M (X) + MY) + M (2). 


Para un número arbitrario de magnitudes sumandos 
la demostración se realiza por el método de inducción mato- 
mática. 

Ejemplo 1. Se efectúan 3 disparos con las probabilidades 
de hacer blanco, iguales a p, = 0,4; pa = 0,3 y pa = 0,8. 
Hallar la esporanza malem mero total de impactos. 

soLución. El número de impactos en el primer disparo 
es una magnitud aleatoria Xy, que pnede tomar solamente 
dos valores: 1 (impacto) con probabilidad p, = 0.4 o bien 0 
(falo) con probabilidad q = 1 — 0,4 = 0,6. 

La esperanza matemitica del número de impactos en el 
primer disparo es igual a la probabilidad de impacto (véase 
ol ejemplo de la pág. 80), es decir. A! (X,) = 0,4. 

Análogamente hallamos la esperanza matemática del 
número de impactos en el segundo y tercero disparos: 


M(X)=03, M(X) = 0,6. 


es mna magnitud 


El número total de impactos tami 
pactos cu cada uno de 


aleatoria compuesta de la suma de i 
los tres disparos: 


XaXit Xet Xs 
La esperanza matemá buscada la hallamos por el 
teorema de la esperanza matemática de la suma: 


M (X) = M (X, + X, + Xa) =M(X) + M (X3) + 
+ M (X) = 0,4 + 0,3 + 0,6 = 1,3 (impactos). 


Ejemplo 2. Talar la esperanza matemática de la suma 
del número de pnntos que pueden aparecer al tirar dos dados. 
SOLUCION. E] número de puntos que puede aparecer en 
el primer dado, lo designamos por X y el del segundo, por Y. 
Los valores posibles de estas magnitudes son idénticos e 
iguales a 1, 2, 3, 4, 5 y 6; además. la probabilidad de cada 


uno de estos valores es igual a $. 


* 


s 


Hallamos la esperanza matemática del número de puntos 
que pueden aparecer en el primer dado: 


MO) =P 243 Fr. 


Es evidento que también M (Y) = z 
Da esperanza matemática buscada es 


MR) =M (0) + M1) ==, 


mes de 


$ 5. Esperanza matemática del número de apari 
un suceso en experimentos independientes 


Supongamos que se realizan n pruebas indepondientes, 
en cada una do las cuales la probabilidad de que aparezca 
el sucoso A es constante e igual a p. ¿A qué es igual el promo- 
dio de apariciones del suceso A en estas pruebas? La ros- 
presta lo da el siguiente teorema. 

Teorema. La esperanza matemática M (X) del número 
de apariciones del suceso A en n pruebas independientes es igual 
al producto del número de pruebas por la probabilidad de que 
aparezca el suceso en cada prueba: 


M (X) = np. 


nimosmmasiox, Vamos n considerar como magnitud 
aleatoria X el númoro de apariciones del suceso A on n prue- 
bos independientes. 

Evidentemente, ol número total X de apariciones del 
suceso A en esas pruebas se compone dol número de aparicio- 
nes del suceso en cada prueba. Por eso, si X, os cl número de 
apariciones del suceso en la primera pruoba, X, en Ja segunda, 

, X, on la n-osimo, el número total io apariciones del 
suceso X = X, + Xa +. -o Xp 

Por la torcora propiedad do la esperanza matemática, 
tendremos 


MAX) = M(X) + M(X) +. MX) (A) 


Cada wno de los sumandos del segundo miembro do la 
igualdad es la esperanza matomática del númoro de aparicio- 
nes del suceso en una prueba: Af (X), on la primera, Af (X4) 
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en la segunda, ote. Puesto que la esperanza matemática del 
número dle apariciones de un suceso en una prueba es igual 
a la probabilidad del suceso ($ 2, ejemplo 2), tendremos que 
MAX) = MX) = M(X,) = p- Poniendo on el segundo 
miembro de lo igualdad (*) on lugar de cada sumando p, 
obtenemos 


M (X) = np. (9%), 


Nota, Dado que la magnitud X está distribuida por Ja 

Mombstralo so puedo formular también osí: la espe- 
de la distribución binomial de parámetros n y p es 
u wp 


Ejemplo. La probabilidad do hacer blanco al tirar desde un 
cañon os p= 0,6. Halar la esperanza matomática del número 
total do impactos, si se realizan 10 disparos. 

sorucion. El impacto en cada disparo no deponde de los 
resultados de los otros disparos, por lo cual los sucosos consi- 
dorados son independientes y, por lo tanlo, la esperanza 
matemática buscada es 


M (X) np = 10 -0,6 = 6 (impactos). 


Problemas 


4. Tallar la esperanza matemática do una magnitud aloatoría 
discreta, conociendo la ley de su distribución: 


x6 3 4 
p 02 0,3 0,5 
Respuesta 2,8. 
2, So efoctuan 4 disparos cou las probabilidades de impacto py = 


= 0,6, pa = Osh, pa = 05 y pu = 0,7. Hallar la esperanza matemá- 
tica del número total de impactos. 


Respuesta 2,2 impactos. 

3. Las magnitudes aleatorias independientes discretas están pre- 
Miguna por laa eyes de ditgipelóns o os s O orelas entin PES 
Ai 2 Y 054 
p02 08 p 03 0,7 


ln esperanza matemática del producto XY por dos métodos: 
pleito lo Loy do distribución do X; 2) utilizando la propio 


Respuesta 4,53. 
8 


%4. Las magnit 
las leyes do distribución s la espe- 
ranza matemática do la suma X + Y por dos métodos: 1) componien- 
do la ley do distribución de X -+ Y; 2) utilizando la propiedad 4. 


Respuesta 2,05. 
45, La probabilidad de que falle wna pieza durante la prueba de 


ba 
Tiabilidad os igual a 0,2: Hallar lo esperanza matemática del número 
de piezas que fallan, si so verifican 10 piezas. 


Respuesta 2 piozas. 


6. Hallar ln esperanza matemática del 
don salir al Lirar simnltáneamente dos d 


Respuesta 12,25 puntos. 


xo do puntos que pue- 


M7. Hallar la esperanza matemática del número de billetes de lote- 
rín que pueden ser premiad: han adquirido 20 hillotes, y la pro- 
habilidad de que sea premiado nn billete es igual a 0,3. 


Respuesta © billotes. - 


Capítulo oetavo 


DISPERSION DE UNA MAGNITUD ALEATORIA 
DISCRETA 


$ t. Utilidad de la introducción de la característica 
numérica de dispersión de una magnitud aleatoria 


Es fácil predecir magnitudes aleatorias tales que tengan 
idénticas esperanzas matemáticas, pero distintos valores posi- 
bles. 

Veamos, por ejemplo, las magnitudes aleatorias discre- 
tas X e Y prefijadas por las siguientes leyes de distribución: 


X —0, 0,01 yY —100 100 
p 05 0,5 p 05 05. 
Hallamos las esperanzas matemáticas de estas magnitudes: 
M (X) = — 0,01 -0,5 + 0,01 -0,5 = 0, 
M (Y) = — 100:0,5 + 100-0,5 = 0. 
Aquí las esperanzas matemáticas de ambas magnitudes 
son idénticas, y los valores posibles son distintos; además, 


o 


X tiene valores posibles, próximos a la esperanza matemá- 
m tanto que Y, apartados do su esperanza matemática. 

ln consecuencia, conociendo solamente la esperanza mate- 
tica de ma magnitud aleatoria, no se puede predecir qué 
lores posibles lomará, ni tampoco cómo están dispersos 
alrededor de la esperanza matemática. En otras palabras, la 


esperanza matemática no caractoriza del todo la magnitud 
aleator 
1 esta causa, junto con la esperanza matemática se 


introducen también olras características numéricas. Así, 
por ejemplo, pura estimar como están disporsos los valoros 
posibles do una magnitud aleatoria alrededor de su esperanza 

ular, una característica 


y 
pasar a la definición y a las propiedades de la 
«isporsión, introducimos ol concepto de desviación de una 
¡magnitud aleatoria respecto de su esperanza matemática. 


$ 2. Desviación de una magnitud aleatoria 
de su esperanza matemática 


Supongamos que X cs una magnitud alactoria y M (X), 
esperanza matemática. Consideremos como una nueva 
:guitud aleatoria la diferencia X — Af (X). 
Se lama desriación la diferencia onire una magnitud 
aleatoria y su esperanza matemática. 

Supongamos «ne so conoce la loy do distribución de X 


Xw 
P M Pho Pa 


Escribimos la ley de distribución de la desvinción. Para 
«que la desviación Lomo el valor z, — M (X) os suficiente quo 
la maguitid aleatoria Lomo ol valor zy. La probabilidad do 
este suceso es igual a pu por lo tanto, también la probabili- 
Sud do que la dervincin Lomo el valor 3; — M (A), asimis: 
mo es igual a p, Análogamento so presenta para los demás 
valores posibles de la desviación. 

Por consiguiente, la desviación tiene la siguiente ley de 
distribución 


XM(X) M(X) r,—M (X) 


La 


za—M (X) 
pu 


a 


Damos una importante propiedad de la desviación que 
será utilizada más adelante. 
Teorema. La esperanza matemálica de la desviación es 


igual a cero: 
MIX — MAX) = 0. 


pemostracio. Utilizando las propiedades de la 
esperanza malemática (la esperanza matemática de la dife- 
rencia es igual a la diferencia de las esperanzas malomá- 
ticas, la esperanza matemática de una constanto os igual a 
misma constante) y tomando en consideración que M (X) 
es una magnitud constante, tendremos: 


MIX — M (X) = M (X) — M IM (X)} = M (X) — 
— M(X) =0. 


$ 3. Dispersión de una magnitud aleatoria disercta 


De ordinario, en la práctica hay que estimar la dispersión 
de los valores posibles de nna magnitud aleatoria alredodor 
de su valor medio. Por ejemplo, en artillería es importante 
saber con qué precisión caen los proyectiles cerca del blanco 
que debe ser batido. 

A primera vista puede parecer que para estimar la disper- 
sión lo más fácil es calcular todos los valores posibles de la 
desviación de una magnitud aleatoria y después hallar su 
valor medio. Sin embargo, este método no da resultado, ya 
que el valor medio de la desviación, es decir, A7 [X — A (X)] 
para cualquier magnitud aleatoria es igual a cero. Esta pro~ 
Piedad ya fue demostrada en el párrafo anterior y se explica 
con que ciertas desviaciones posibles son positivas y otras 
negativas; debido a la anulación mutua el valor medio de la 
desviación es igual a cero. 

Estas consideraciones denotan la conveniencia de susti- 
tuir las desviaciones posibles por sus valores absolutos o por 
sus cuadrados. Precisamente así se procede, En realidad, 
cuando las desviaciones posibles so sustituyen por sus valo- 
res absolutos, se debe operar con magnitudes absolutas, lo 
que, a veces, da Ingar a serias dificultades. Por eso, frec 
temente so sigue otro método, es decir, se calcula el valor 
medio del cuadrado de la desviación que precisamente se 
Mama dispersión. 

Se llama dispersión de una magnitud aleatoria discreta 
la esperanza matemática del cuadrado de la desviación de la 


se 


magnitud aleatoria respeslo de su esperanza matemática: 
D (X) =MIX—M (X), 0% Elio] 
Supongamos que una magnitud aleatoria está prefijado 
por la ley de distribución 
Xu 
P Ps Pr +... Pw 
En Lal caso, el cuadrado do la desviación tiene la siguien- 
to loy do distribución: 
X=M POP (z1 —M (X) (2 MOP . 
p P Pa 
Por definición la disporsión es igual a 
D (X) = MIX — M (X)P = lz, — M (X)F-p, + 
+ lz, — M (X) X pad + + ltn — M (X)P -pa 
De estu manera, para ballar la dispersión es suficionte 


calcular la suma de los productos de los valores posibles del 
cuadrado do la desviación por sus probabilidades. 


lza — M (Oy 
Pre 


Nota. Vo la delinición so deduco que la dispersión de una magni- 
tud alsatoria discrola cs una magnitud no aleatoria (constante), En 
adelanto el lector sabrá quo la dispersión de une magnitud alonioria: 
Continua también es una inaguítud constante. 

Ejemplo. Hallar la dispersión de la magnitud aleatoria X, 
dada por la siguiente ley de distribución: 

Li 2 $ 
p 03 0,5 0,2 
SOLUCION. — Mullamos la esperanza matemática 
M (X) = 1-0,3 +2:0,5 + 5-0,2 = 2,3. 

Hallamos todos los valores posibles del cuadrado de la 

desviación 
le, — M (X)? = (1 —2,3)* = 1,00; 
lz, — M (X)P = (2—2,3)* = 0,09; 
la, — M (X)} = (5 — 2,5) = 7,29. 
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Escribimos la ley de distribución del cuadrado de la des- 
vinción: 
IX—M (X)? 1,69 0,09 7,29 
P 03 05 0,2 


Lor definición de dispersión 
D (X) = 1,69-0,3 + 0,09-0,5 + 7,29-0,2 = 2,01 


Vemos que el cálculo basado en la definición de disper- 
sión, resultó relativamente voluminoso. A continuación ex- 
pondremos ln fórmula que nos conduce bastanto más rápi- 
damente al resultado. 


$ 4. Fórmula paca el cáleulo de la dispersión 


Generalmente para el cálculo de la dispersión resulta con- 
veniente utilizar el siguiente teorema. 

Teorema. La dispersión es igual a la diferencia entre la 
esperanza matemática del cuadrado de la magnitud aleatoria X 
y el cuadrado de su esperanza matemática: 


DAX) = M (3°) — (4 (OE. 


pesostaciox. La esperanza matemática Y (X) es 
una magnitud constante, por lo tanto, 2M (X) y M? (X) son 
también magnitudes constantes. Tomando en consideración 
esto y ntilizando las propiedades de la esperanza matemá- 
tica (el factor constant se puede extraer del signo de espe- 
ranza matemática; la esperanza matemática de la suma es 
igual a la suma de las esperanzas matemáticas de los suman- 
dos), simplificamos la fórmula que expresa la definición de 
la dispersión: 


D(X) = MIX — MAX)" = M {X° — 2XM1 (X) ++ 
+ M (X) = M (X°) — 207 (X) -M (X) + AI? (X) = 
= M (X°) —2M* (X) + Af? (X) = M (X°) — M° (X). 
De este modo, 
D (X) = M (X°) — IM (X). 


Para recordar más fácilmente la fórmula se han intro- 
ducido en su notación los corchetes. 


% 


Ejemplo 1. Hallar la dispersión de la magnitud aleatoria 
X profijada por la siguiente ley de distribución: 
ESA 
p 04 06 0,3, 
soLuctos, Hallamos la esperanza matemática M (X): 
M (X) = 2-0,4 -+ 3-0,6 4 5:0,3 = 3,5. 
'scribimos la loy do distribución do la magnitud aleatoria 


x4 9 235 
p 0A 0,6 0,3. 


MHollomos la esperanza mutemática Af (X°): 
M (X°) = 4-0,4 + 9-0,6 + 25-0,3 = 13,3. 
La dispersión buscada os 
D (X) = M (X°) — IM (OF = 13,3 — (3,57 = 1,05, 
Noia, Aparontemento, si X e Y tienen idénticos valores posibles 
e igual esperanza matemática, las disperstones Ue estas magnitudes son 


Siúnles Cow efecto, y lor valores” posible de nimhas magnitudes están 
de A $ rededor ile k: 


ix matemáticas) 


probabilidades de los 
as» de lus valore: son menores 
mismos valoros do X., evidentemente, a 1l 
la disporsión de Y. 

Venimos un ejemplo ilustrativo, 

Ejemplo 2. Comparar las dispersiones de las magnitudes 
alentorias profijadas por las leyes do distribuci 
X 34 0203 Y 44 2 3 
p 048 0,01 0,09 042 p 0419 05% 0,25 0,05 

sorucios. Se aprecia fúcilmento que 

M (X) = M (Y) = 0,97; 
D(X) 23,60, DY) %1,2. 

Por lo tanto, los valores posibles y las osperanzas mato- 
máticas do X o Y son idónticas, mientras quo las dispersio- 
nos son distintas; además, D (X) > D (Y). 
lo resultado so podía haber provisio sin cálculos, ob- 
ndo solamento las leyes do distribución. 


$ 5. Propiedades de la dispersion 

Propiedad 1. La dispersión de una magnitud constante C 
es igual a cero: 

D (C) = 0. 

Demostracion- Por definición do dispersión tenemos 
que 

D (C) = M {iC — M (C)})}- 

Utilizando la primora propiedad de la esperanza mate- 
mática (la esperanza matemática de una constante es igual 
a la misma constante), obtenemos 

D (C) =MUC — CY l = A (0) = 0. 


D(C)=0. 
La propiedad so hace más clara si se tiene en cuenta que 
una magnitud constanto conserva el mismo valor y, desde 
luego, no tiene dispersión. 
Propiedad 2. Un factor constante se puede sacar fuera del 
signo de dispersión, elevándola al cuadrado: 
D (CX) 
pemosrmacioN. Por definición de dispersión tenemos 
que Š 


D (CX) = M {iCX — M (CX)F}. 

Utilizando la segunda propiedad de la esperanza mate- 
mática (el factor constante se puede sucar fuera del signo 
de esperanza matemática), obtenemos 

D (CX) = M {ICX — CM (X)F} = 
=M {CIX — M (X)P) = CM (EX — A (X)P) = CD (X). 
De esta suerlo 
D(CX) = C'D(X). 

La propiedad se hace más clara si so toma en considoración 
que cuando |C} > 1 la magnitud CX tiono valoros posibles 
(en magnitud absoluta) mayores quo la magnitud de X. 
De aquí se deduco quo, estos valores dispersos alrededor de 
Ja esporanza matemática M (CX) son mayores que los valores 
posibles de X alrededor de à (X), es decir, D (CX) > D(X). 
Por y gontrario, si0 < 1€ |< 1, tendremos que D(C) < 
<D (X). 
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Propiedad 3. La dispersión de la suma de dos magnitudes 
aleatorias independientes es igual a la suma de las dispersiones 
de estas magnitudes: 


D (X + Y) = D (X) + D (Y). 


bemosrnación. Por la fórmula para el cálculo de la 
dispersión tenemos que 


D(X + Y) = M (X + YY — IM (X + NB 


Abriendo paréntesis y utilizando las propiedades de la 
esperanza matemática dela suma do varias magnitudes y del 
producto de dos magnitudes aleatorias independientes, obte- 
nemos 


D (X + Y) = M [X*+ 2XY + Y! — IM (X) + 
+ M (Y) = M (X°) + 2M (X)-M (Y) + M1 (Y°) — 
— M? (X) — 2M (X)-M (Y) — à (Y) = 
= {M (X?) — [M (X)P} + {M (Y°) — 141 (MP) = 
= D (X) + D (Y). 


Así que 
D(X +Y) =D (X) + D (Y). 

Corolario 1. La dispersión de la suma de varias magnitudes 
aleatorias mutuamente independientes es igual a la suma de las 
dispersiones de estas magnitudes. 

Por ejemplo, para tres sumandos tenemos que 

DX+Y +2 =>=DIX+ (Y +2) =D (X) + 
-+ D (Y +2) = D (X) + D (Y) + D (2). 

Para un número arbitrario de sumandos la demostración 
se realiza por el método de inducción matemática. 

Corolario 2. La dispersión de la suma de una magnitud 
constante y de una aleatoria es igual a la dispersión de la magni- 


tud aleatoria: 
D (C + X) = D (X). 
puwostracióN. Las magnitudes C y X son indepen- 
dientes, por eso, según la tercera propiedad 
D (C + X) =D (C) + D (X). 
En virtud de la primera propiedad D (C) = 0. Por consi- 
guiento, 


D(C + X) = D (X). 
1-0360 a 


La propiedad se hace comprensible si se tiene en cuenta 
que las magnitudes X y X + C so diferoncian solamente por 
el comienzo de la lectura y por lo tanto, están dispersas 
igualmente alrededor de sus esperanzos matemáticas. 

Propiedad 4. La dispersión de la diferencia de dos magnitu- 
des aleatorias independientes es igual a la suma de sus disper- 
siones: 

D(X — Y) = D (X) -i D (Y). 


DEMOSTRACION. En virtud de la tercera propiedad 
D(X — Y) =D (X) + D (— Y). 
Por la segunda propiedad 
D (X — Y) = D (X) + (— 1} D (Y), 


DX — Y) =D (X) + D (Y). 


ó 


$ 6. Dispersión del número de apariciones de un suceso en 
experimentos independientes 

Supongamos que se realizan n exporimentos independien- 
tes, en cada uno de los cuales la probabilidad de que aparez- 
ca el suceso A es constante. ¿A qué es igual la dispersión del 
número de apariciones del suceso en estas pruebas? La res- 
puesta la da el siguiente teorema. 

Teorema. La dispersión del número de apariciones de un 
suceso A en n pruebas independientes, en cada una de las cuales 
la probabilidad p de que ocurra el suceso es constanle, es igual 
al producto del múmero de pruebas por las probabilidades de 
que aparezca y no aparezca el suceso en una prueba; 


D (X) = npg. 


DEMOSTRACION. Consideremos la magnitud aleatoria 
X, o sea, ol número de apariciones del suceso Á en n 
independientes. Evidentemente, el número total de aparici 
nes del suceso en estas pruobas es igual a la suma do las apa- 
riciones del suceso en pruebas individualos: 


X=X +X:+.-+Xo 


donde X, os el número de apariciones del succsn on la pri- 
mora prueba; Xa, en la segunda, + + + Xa, en la resi 


w 


Las magnitudes Xy, Xa, - - «y Xn Son muluamonte inde- 
pendientes, puesto que el resultado de cada prueba no depen- 
do de los resultados de las demás, por eso teneinos razón do 
vtilizar el corolario 4 ($ 5): 


D(X) =D (X) +D (X) +.. +D(X) (0 
Calculamos la dispersión de X, por la fórmula 
D(X) =M (X) — IM (X). (e 


La magnitud X; es el número de apariciones del suceso A 
en la primera tentativa, por eso (cap. VII, $ 2, ejemplo 2) 
MX) = p: = > 

Hallamos la esperanza matemática de la magnitud X{ 
quo puede tomar solamente dos valores, o sea, 1° con proba- 
bilidad p y 0° con probabilidad q: 


M (X}) = 1p + O4 = p- 
Sustituyondo los resultados obtenidos en la correlación 
(**) tenemos que 
D(X) =P =p- p) =p. 
Evidentemente, la dispersión de cada una de las magni- 
tudes aleatorias restantes también es igual a p. Sustituyendo 


cada sumando del segundo miembro de (*) por p, finalmente 
obtenemos 


D (X) = npg. 


Nota. Puesto que la magnitud X está distril 

mial, el teorema demostrado se puedo formular también así: la disper- 
sión de la distribución binomial de parámetros n y p es igual al producto 
npe 


Ejemplo. Se realizan 10 pruebas independientes. en cada 
una de las cuales la probabilidad de que ocurra el suceso es 
igual a 0,6. Hallar la dispersión de la magnitud aleatoria X, 
osea, del número de apariciones del suceso en estas pruebas. 

soLucion. Por los datos del problema n = 10; p = 0,6. 
Evidentemente, la probabilidad de que no ocurra el suceso 
os 


q=1 — 0,6 = 0,4. 
La dispersión buscada es 
D (X) = npg = 10-0,6-0,4 = 2,4. 


7 qn 


$ 7. Desviación cuadrática media ~ “e 


Para estimar la dispersión de Jos valores posibles de una 
magnitud aleatoria alrededor de su valor medio, s 
de la dispersión sirven también algunas otras caractorístic 
Pons ellas podemos citar lu desviación cuadrática mo- 
dia, 

Se Hama desviación cuadrática media de 
toria X la raíz cuadrada de la disporsión: 


o (X) = Y DTX). 


So demuestra fácilmonte que la dispersión Liono una 
dimonsión igual al cuadrado de la dimensión de Ja magni- 
tud aleatoria. Puesto que la desviación cuadrática modia es 
igual a la raíz cuadrada de la dispersión, la dimensión de 
a (X) coincido con la dimensión do X. Por eso, cuando so 
quiere que la estimación de la dispersión tenga la dimensión 
de la magnitud aleatoria, so calcula la desviación cuadrá- 
tica media y no la dispersión. 

Por ejemplo, si X se expresa en metros lineales, o (X) 
se expresará tambión en metros lineales y D (X), on mo- 
tros cuadrados. 

Ejemplo. La magnitud aleatoria X está prefijada por 
la ley de distribución 


xy 3 10 
p 04 0,4 05. 


Hallar la dosviación cuadrática modia o (X). 
souucion. Hallamos la esperanza matemática do X: 


magniti ales- 


M (X) = 2-0,1 + 3-0,4 + 10-0,5 = 6,4. 
Hallamos la esperanza matemática de X%: 
M (X?) = 4.01 + 3*.0,4 + 10*0,5 = 54. 
Hallamos la dispersión: 
D (X) = M (X°) — [M (X) = 54 — 6,4? = 13,04. 
La desviación cuadrática media buscada os 


o (X) = VDX) = V Ti x 3,61. 


$ 8. Desviación cuadrática media de la suma de magnitudes 
aleatorias mutuamente independientes 

Supongamos que se conocen las desviaciones cuadrá- 
ticos medias de varias magnitudes aleatorias mutuamente 
independientes, ¿Cómo hallar la desviación cuadrática media 
de la suma do estas magnitudes? El siguiente teoroma da la 
respuesta a esta pregunta. 

Teorema. La desviación cuadrática media de la suma de 
un número finito de magnitudes aleatorias mutuamente inde- 
pendientes es igual a la raiz cuadrada de la suma de los cuadra- 
dos de las des taciones cuadráticas medias de estas magnitudes: 


XA XX) 
=V IMF RIA AR 
peaosmracion. Designamos por X la soma de las 
magnitudes mutuamente independientes consideradas: 
X= XX tXo 
Puesto que la dispersión de la suma de varias magnitu- 
des aleatorias mutuamente independientes es igual a la suma 
de las dispersiones de los sumandos ($ 3, corolario 1), en- 
tonces 
D(X) =D (X) + D(X) +. 
De donde 


VD = VDX) DJF... FDY), 


o bien, finalmente 


o (X) = VERI FEAF F) 


$ 9. Magnitudes aleatorias mutuamente independientes 
igualmente distribuidas 


10 por la ley de distribución se pue: 
s numéricas de una magnitud a 
De aquí se deduce que si varias magnitudes aleatorias tienen 
iguales distribuciones, sus características numéricas son idén- 
ticas. 

Examinemos n magnitudes aleatorias mutuamente inde- 
pendientes Xy, Xy, -+ - X que tienen iguales distribuciones 
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+D (Xp). 


y, por lo tanto, también iguales caractorísticas (esperanza 
matemática, dispersión, etc.). El estudio de las caracterís- 
ticas numéricas de la media aritmética de estas magnitudes 
presenta mayor interés, de lo que nos ocuparemos on el pre- 
sente párrafo. 

La media aritmética do las magnitudes aleatorias exami- 
nadas la designamos por 


Pedido 


Los tres postulados que siguen más adelanto establocon 
la rolación entro las caractorísticas numéricas do la media 
aritmética Y y las correspondientes características de cada 
magnitud por separado. 

1. La esperanza matemática de la media aritmética de mag- 
nitudes aleatorias mutuamente independientes igualmente dis- 
fribuidas es igual a la esperanza matemática a de cada una de 
las magnitudes: 


MX) =a. 


DEMOSTRACIÓN. — Utilizando las propiedades de la 
esperanza matemática (ol factor constante se puedo sacar 
fuera del signo do esperanza matemática; la esperanza ma- 
temática de una suma es igual a la suma de las esperanzas 
matemáticas de los sumandos), tendremos: 

Y ( su( tit => MX AE atM (Xn) 7 


Teniendo en cuenta que la esporanza matomática de cada 
nna de las magnitudes, por los datos, es igual a a, obtene- 
mos 


Mjema. 
2. La dispersión de la media aritmética de n magnitudes 
aleatorias mutuamente independientes igualmente distribuidas 


es p veces menor qus la dispersión D de cada una de las magni- 
tudes: 


Dm-=2. 


DEMOSTRACION. Utilizando las propiedades de la dis- 
porsión (el factor constante se puedo sacar fuera del signo 
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de dispersión, elevándolo al cuadrado; la dispersión de la 
suma de magnitudes indopendientes es igual a la suma de 
las dispersiones de los sumandos), tenemos 


DÈ) D (SH ti) e 
DAND NH. HDN) 
A 


Tomando en consideración que la dispersi 
de las magnitudes es igual a D, obtenemos: 


de cada una 


0. 2-2 


y 3. La desviación media cuadrática de la media aritmé- 
fica de n magnitudes aleatorias mutuamente independientes 
igualmente distribuidas es V7 veces menor que la desviación 
cuadrática media o de cada magnitud: 


ox (o 


pexosrnacios. Puesto que D (X) =Z, la desviación 
cuadrática media de Yes igual a 


«=V D0- 2 


De las fórmulas (*) y (**) se hace Ja siguiente deducción 
gencral: recordando que la dispersión y la desviación cuadrá- 
tica media sirven como medidas de la dispersión de una mag- 
nitu aleatoria, inferimos que la media aritmética de wn núme 
ro suficientemente grande de magnitudes aleatorias mutua- 
mento independientes tiene una dispersión bastanto'menor 
que cada magnitud individual, 

“Aclaremos con un ejemplo el valor de esta deducción para 
la práctica. 

Ejemplo. Generalmente para medir cierta magnitud fi- 
sica se realizan varias mediciones y luego se halla la media 
aritmética de los números obtenidos que se toma como valor 
aproximado de la magnitud que se mide. Suponiendo que 
las mediciones se realizan en iguales condiciones, demostrar 
que: 

a) la media aritmética da un resultado más”fiable que las 
mediciones individuales: 
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b) al aumentar el número de mediciones la fiabilidad de 
este resultado crece. 

SOLUCION. a) Se sabe que las mediciones indi 
no dan idénticos valores de la magnitud a medir. 
tado de cada medición depende de muchas causas fortuitas 
(variación de In temperatura, oscilaciones del instrumento, 
etc.) que no pueden ser tomadas en consideración con anti- 
cipación. 

Por eso, tenemos dorocho de considerar los resnlinilos 
posibles de n mediciones individuales como magnitudes alen- 
torias Xy, Xa.. Xa (el subíndico indica el número do 
la medición). Estas magnitudes tienen igual distribución 
de las probabilidades (las mediciones se efectúan con igual 
metodología y los mismos instrumentos) y, por lo tanto, 
idénticas características numéricas; además, ellas son mutna- 
mente independientes (c] resultado de cada medición indivi 
dual no depende de las restantes mediciones). 

Ya sabemos que la media aritmética de tales magnitudes 
tiene menos dispersión que cada magnitud por separado. 
En otras palabras, la media aritmética resulta más próximo 
al valor real de la magnitud a medir que el resultado de nna 
medición individual. Esto denota precisamente que, Ja me- 
día aritmética do varios mediciones da un resultado más 
fiable que la medición individnal. 

b) Se sahe que, al aumentar el número de magnitudes alea- 
torias individuales, la dispersión de la media aritmética 
disminuye. Esto significa quo, al aumentar el número de 
mediciones, la media aritmética de varias mediciones se 
diferencia mucho menos del valor real de la magnitud que 
so mide. En consecuencia, incrementando ol número de mo- 
diciones se obtiene un resultado más fiable. 

Por ejemplo, si la desviación cuadrática media de una 
medición individual es o = 6 m y en total so han realizado 
n = 36 mediciones, la desviación cuadrática media de la 
media aritmética de estas mediciones os igual solamente a 
1 m. En efecto, 

A) =- 
A 

Vemos que la modia aritmética de varias mediciones, 
Como era de esperar, resultó más próxima al valor ron] de la 
AO a modir que el resultado do nna medición indivi- 

ual, 
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=i, 


$ 10. Noción de momentos de distribución 


Consideremos la magnitud aleatoria discreta X, prefijada 
por la ley do distribución 


Xx 1 2 5 400 
p 06 0,2 0,49 0,01. 
Hallamos la esperanza matemática de X: 
M (X) = 4-0.8 + 2:0,2 + 5:0,49 + 100:0,01 = 2,95. 
Escribimos la ley ido distribución do X3: 
X> 1 4 25 10000 
p 0,05 0,02 0,49 0,01. 
Mullamos la esperanza matemática de X*: 
M(X) = 1-0,6 + 4-0,2 + 25-0,19 + 
+ 10 000-0,01 = 108,45. 


Como vemos, Af (X°) es bastanto mayor que M (X). 
a so dobe a que, después de elovar al cuadrado ol valor 
ad X? que corresponde al valor z = 100 
ha hecho igual a 10 000, es docir, au- 
iderablemente; la probabilidad do esta magnitud 
es pequeña (0,01). 

Do este modo, el paso do Af (X) a M (X?) permitió con- 
siderar mejor la influencia en la esperanza matemática do 
aquel valor posible que es grande y tiene pequeña probabi- 
lidad. Está elaro que si la magnitud de X tuviese unos cuan- 
salores grandes y poco probables, el paso a la magnitud 
X?, y más aún a las magnitudes X>, X*, etc., permitiría «am- 
vliara aún más el epapel» de estos valores posibles grandes, 
poro poco prohables. Te aquí porque resulta conveniente 
considerar la esperanza matemática do potencia positiva 
entera de una magnitud aleatoria (no solamente discreta, 
sino tambión continua). 

La esperanza matemática de la magnitud X^ so lama 
momento inicial de orden k de una magnitud aleatoria X: 


sa = M (0). 
En particular, 

v = M (X), 

v= M (X). 


105 


Utilizando estos momentos, la fórmula para el cálculo de 
la dispersión D (X) = M (X%) — [M (OP se puede oscri- 
bir así: 

D(X) We (>) 


Además de los momentos de la magnitud aleatoria X, 
conviene examinar los momentos de la desviación 
X — M (X). 

La esperanza matemática de la magnitud (X — MXN 
se llama momento central de orden k de una magnitud alea- 
toria X: 

m = AX — M (X. 
En particular, 
m = M (X — M (ON = 0, o. 
B, = M (X — M (X)| = D (X). 0%) 
Fácilmente se deducen las correlaciones que vinoulan los 


momentos inicial y central. 
Por ejemplo, comparando (*) y (***), obtenemos 


kers 


Partiendo de la defini 
zando las propiedades de 
nen fácilmente las fórmnl: 


de momento central y utili- 
esperanza matemática se obtie- 


M= vyv +29) 
== vv 


a 


$ Raramente se wtilizan los momentos de órdenes más 
altos. 


Nota, Los momentos estudiados aquí se llaman teóricos, A diferon- 
cin do los momentos teóricos, los momentos que se calculan por Jos 
datos de observaciones, se llaman empíricos. Las definiciones de los 
momentos empíricos están dadas más adelante (cáp. XVII, $2). 


Problemas 
N 4, Conocidas las dispersiones de dos pnaqnitudes aleatorias inde- 
genálante: D (X) = á y D (Y) = 3, Hallar la dispersión de la suma 
je estas magnitudes. 
Respuesta 7. 
156 


2. La dispersión de una magnitud aleatoria X es ig 
lu dispersión dle las siguiontes magnitudes: a) X — 1; 
+06. 

Respuesta a) 5; b) 20; €) 45. 

3. La magnitud aleatoria X Loma solamente dos valores +0 
Gi, nda uo con probabilidad 0,5. Hallar la disporsión do osta mag- 
miil, 


Respnesha CA. 


4. Matlar la dispersión do una magnitud aleatoria conociendo su 
Joy sle distribución 


xos 2 30 20 
P 04 0,2 0,15 0,25. 
Hespuesta 67,0404. 
$5, La magnitud aleatoria X puedo tomar dos valores posibles: 


yy Son probabilidad 0,3 y z4 con probabilidad 0,7; además z, > 2. 
Hallar x, y z sabiendo quo A (X) = 2,7 y D (X) = 0,2: 


Hespuesta z, = 


wåmero de apar 
10) =0, 


ibir la ley binomial do distribución de las proba- 
i ro ile apariciones slol suceso A on dos tentativas 
imlepen 


Hespuesta 0,48. 


7. So ensaya w 


i dispositivo compuesto de cuatro 


omento. Las probabilidades de 4 
de = Obs pa = 0,5; pe = 0,6. Hal 
dispersión dol nó 


¡lar da esy 
jero dle aparatos que fallan. 


Respuesta 4,8; 0,94. 
$. Mallar la dispersión de la magnitud aleatoria X, es decir, del 
número de apariciones de un suceso en 100 pruebas indepondiontes, on 


lad de que ocurra el suceso es igual 


9. Ta disporsión do una magnitud aleatoria os D (X) = 6,25, 
Hallar la slexviación cuadrática modia o (X). 
Respuesta 2,5. 


10. Una magnitud aleatoria está profijada por la ley de distribu- 
x2 4 8 
P 04 0,5 04. 


Matlar la desviación cuadrática media de esta magnitud. 
Respuesta 2,2. 


ción 
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11. La dispersión de cada una de las 9 magnitudes aleatorias mutua- 
mento independientes igualmente distribuidas, es igual a 36. Hallar 
Ya dispersión cuadrática media de estas magnitudes. 

Respuesta A. 


12. La desviación cuadrática medi 
nitudes aleatorias mutuamente indepes 
igual a 10. Hallar la desviación cuadrática media de la media arit- 
mética de estas magnitudes. 


Respuesta 2, 


Capítulo noveno 


LEY DE LOS GRANDES NUMEROS 


$ 4. Observaciones preliminares 


Como so sabe, no se puede predecir con certeza, cuál 
de los valores posibles toma la magnitud aleatoría al final 
de la prueba; esto depende de muchas cansas fortuitas, las 
que no estamos en condición de considerar. Aparentemente, 
dado que disponemos de datos muy modestos sobre cada mag- 
nitud aleatoria, difícilmente se puede establecer la ley o regu- 
Jaridad de comportamiento y la suma de un número sofi- 
cientemento grande de magnitudes aleatorias. En realidad. 
esto no es así. Resulta que para ciertas condiciones relati- 
vamente amplias el comportamiento total de un número 
bastante grande de magnitudes aleatorias casi pierde el carác- 
ter aleatorio y deviene regular. 

Para la práctica es muy importante saber las condiciones. 
al cumplirse las cuales, la acción global de muchísimas c 
sas fortnitas da Jugar a un resultado casi independiente del 
esco. ya que permite pronosticar la marcha de los fenómenos, 
Precisamente estas condiciones se indican en los teoremas 
que llevan’ el nombre general de ley de los grandes núme- 
ros. Entro ellos se encuentran los teoremas de Chebishov y 
de Bernoulli (existen otros teoremas que aquí no se conside: 
ran). El teorema de Chebishev es la loy de Jos grandes núme- 
ros más general, en tanto que el teorema de Bernoulli, es la 
elemental 

Para demostrar estos teoremas nos servimos de la desigual- 
dad de Chebishev. 


i 


$ 2. Desigualdad de Chebishev 


La desigualdad de Chebishev se cumplo para las magnitu- 
des aleatorias discretas y continuas. A fin de simplificar nos 
limitaromos a la demostración de esta desigualdad para los 
magnitudes discrotas. 

LExaminemos la magnitud aleatoria discreta X profijada 
por la tabla de distribución: 


AA 


P P Pass Pa 
Vamos n estimar la probabilidad de que la desviación 
do una magnitud aleatoria respecto de su esperanza mate- 
mática no supora on valor absoluto el número positivo e. 
Si e os bastante pequeño, estimaremos, en consecuencia, la 
probabilidad de que X toma valores suficientemente próxi- 
mos a su esperanza matemática. P. L. Chobishev demostró 
la desigualdad, que pormite dar la estimación que nos inte- 
rosa. 
DESIGUALDAD DE cnzmsuRv. La probabilidad de que 
la desviación de la magnitud aleatoria X respecto de su esperan- 
za matemática es menor en valor absoluto que un número posi- 


Dix). 
tiwo e no menor que 1 — PIL; 


POX-M (0 <A. 
DEMOSTRACION. Puesto que los sucesos compuestos 
por ol cumplimiento de las desigualdades | X — M (X)| < e 
y |X — M (X) | > e son opuestos, la suma de sus probabi- 
lidades es igual a la unidad, es decir, 
P(X — M(X) |< e) + P (1X — M(X) >) 1. 
Do aquí, Ja probabilidad que nos interesa es 
P(X =M (X) < e) = 1 — P (IX — M (X) 1> e), 
(» 


Vomos que el problema se reduce al cálculo de la proba- 
bilidad P (| X — M (X)| > e). 
Escribimos la expresión de la dispersión do la magaitud 
alontoria X: 
D (X) = Iz, — M (X) p, + [22 — M (OP pa +- 
+ izn — M (XWP pa- 
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ile, todos los sumandos de esta suma no som 
negativos, 

Omitimos los sumandos, en los cuales | x; — M (X)| < e 
(para los sumandos que quedan |z; — A (X) [> e), debido 
a lo cual la suma sólo puede reducirse. Vamos a considerar 

wa certeza quo se han suprimido los / primeros sumandos 
Jiu diran le comuni, de puedo NAE quo en la tabla 
de distribución los valores posibles están enumerados, pre- 
cisamento, en este orden). Por lo tanto, 


DAN) > lzaya — MADE Pari + Lens — 

— M (X)F Prpa +- + la — M (X) poo 
Conviene hacer notar que ados miembros de la desigual- 
dad ly — M (X) l>e (=k +1, k+2,..., n) son 
positivos, por eso clovándolos al cuadrado obtenemos la 
desigualdad equivalente |z; — M a P>. Utilizamos 
esla observación y, sustituyendo en la suma cada uno de Jos 
factores |z; — Af (X) F por el número e? (en este caso la 

desigualdad sólo puedo Pa obtenemos 


D (X) > (Pres + Paia < + Pa): 0») 


Por el teorema de la adición la suma de las probabilidades 
Pasa © Pree E - «+ + Pa es la probabilidad de que X tome 
uno, indiferentemente cual, de los valores Tp, Theo 0 > 

a, Za, y pora cualesquiera de ellos la desviación Satisforá 
la desigualdad |, — AZ (X) [> +. Do aquí se deduce que 
lo suma Pass + Pass E >>> + Pa expresa la probabilidad 


P(X-M() l>09. 
Esta consideración permite escribir la desigualdad (**) así: 
D(X) > 8-P (| X — M (X)| > e), 


o bien 
2x9) A. 
Poniendo la (***) on (°), Maslesonts obtonemos 
PUX-M <a 


lo que se quería demostrar. 


Xola. Para la práctica Ja desigualdad de Chobishey tion un valor 
limitado, puesto que de ordinario da una estimación aproxima 
veces trivial (que no presenta interés). Por ejemplo, si D (X) > 


no 


Dx D(X) 

por lu tunto 289 >1, tendremos que 1222 <0; por consiguiente, 
un oste caso la desigualdad do Chebishev indica sólo quo la probabi- 
lidad de la desviación no es negativa, poro esto desdo ya es evidonte, 
ya que cualquier probabilidad 3e expresa por un número no negativo. 

El valor teórico de la desigualdad do Chobishev es muy grande. 
A continuación utilizamos esta desigualdad para deducir dl Soros 
de Chebishov. 


$ 3, Teorema de Chebishev 


Teorema de Chebishev. Sí Xy Xa, ; + «+ Xp son magnitu- 
des aleatorias independientes de dos en dos, además sus disper- 
siones están uniformemente limitadas (no superan el número 
constante C), por más pequeño que sea cl número positivo e, 
la probabilidad de la desigualdad 


MX Eo MODAN EM] g 
n g 
será lan próxima a la unidad como se quiera, si el número de 
imuguitudos aleatorias es bastante grande. 
En otras palabras, de los datos del teorema 


MADEM Katen M Xn) 
| 


Por consiguiente, ol teorema do Chebishoy establoce quo 
si so examina un número bastante grande de magnitudes 
aleatorias independientes que tienen dispersiones limitadas, 
casi con certeza se puede considerar el suceso consistente 
quo Ja desviación modin arilmótica do las magnitudos alon- 
torias respucto de la modia aritmética de sus esperanzas 
matemáticas será on valor absoluto tan pequeño como se 
quiora. 

E DEMOSTRACIÓN, —Jutroducimos en el examen una nueva 
magnitud aleatoria, o sea, la media aritmética do las magni- 


tudes aloaburtas 
TWh, 


mos la esperanza matomática do X. Utilizando las 
elades de La esperanza matemática (un factor constante 


mo 
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se puede sacar fuera del signo de esperanza matemática, 
la esperanza matemática de la suma es igual a la suma de las 
esperanzas matemáticas de los sumandos), obtenemos 


Ma tiat- +a) AEDE E LAE ATICO e 


Aplicando a la magnitud F la desigualdad de Chebishev, 
tenemos 


p [Et tx E Xt) | <e]> 
EA 
a im a 
o bien, teniendo en cuenta la correlación (*), 
p (neto 
IAE AMA <e) >i 
D = 


E 


Utilizando las propiedades de la dispersión (un factor 
constaute se puede sacar fuera del signo de dispersión, ele- 
vándolo al cuadrado; la dispersión de la suma de magnitudes 
aleatorias independientes es igual a la suma de las disper- 
siones de los sumandos), obtenemos 


Xp xa Xa DIXy+D(X 0D (Xp) 
p (BEnb petenta, 


Según la condición las disporsiones de todas las magnitu- 
des aleatorias están limitadas por el númoro constante C, 
os decir, se cumplen las desigualdades: 


D(X) LC; D(X) LC; -5 D (Xa) <C, 
por „eso, 
DIKYHD ADH tD) CA HE ne e 
A S E E A 


De este modo, 


pe) as. 
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Poniendo el segundo miembro de (***) en la desigualdad 


(**) (por lo cual esta última sólo puede ser acrecentada), 
tenemos 


P dE dx 
E EA 
n mE 


Do aquí, posando al límite para n— co, obtenemos 
p (Etip 


MOE (XA (Xp) 


<»)>1. 


Por último, teniendo en cuonta quo la probabilidad no 
puede sor mayor que la unidad, finalmente podemos escribir 


Nimp (| ttt. tia 


M 


PUESTA EM e) 
Por lo que el teorema queda demostrado. 

Al formular el teorema de Chebishev hemos supuesto que 
las magnitudes aleatorias tienen diferentes esperanzas mate- 
máticas. En la práctica generalmente ocurre quo Jas magni- 
tudes aleatorias tienen igual esperanza matemática, Es ovi- 
dente que si se admite nuevamente que las dispersiones de 
estas magnitudos están limitadas, es posible aplicar a ellas 
el teorema de Chebishev. 

Designemos por a la esperanza matemática de cada una 
de las magnitudes aleatorias; en el caso a examinar la media 
aritmética de las esperanzas matemáticas, como se aprecia 
fácilmente, también es igual a a. 

Podemos formular el teorema de Chebishev para el caso 
particular estudiado. 

Si Xy Xp +... Xn son magnitudes aleatorias indepen- 
dientes de dos en dos, con igual esperanza matemática a y si 
la dispersión de estas magnitudes está uniformemente limitada, 
por más pequeño que sea el número e > 0, la probabilidad de 
la desigualdad 


ES A 
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será tan próxima a la unidad como se quiera, si el nimero de 
magnitudes aleatorias es suficientemente grande, 

En otras palabras, por les condiciones del teorema 
tendrá lugar la igualdad 


limp (| titt 


<e 


$ 4. Esencia del teorema de Chebishev 


La esencia del teorema demostrado es: aunquo las magni- 
tudes aleatorias independientes individuales puedon tomar 
valores lejanos de sus esperanzas matemáticas, la media 
aritmética de un número bastante grande de magnitudes alen- 
torias con gran probabilidad toma valores próximos a un 
número constante dotormínado, precisamente al número 


OEM MX») (o al número a en el caso particu- 


lar). En otras palabras, algunas magnitudes aleatorias pue- 
don tener una dispersión considerable y su media aritmética 
es de poca dispersión. 

De este modo, no se puede pronosticar con certeza, qué 
valor posible toma cada una do las magnitudes aleatorias, 
pero sí se puede predecir qué valor toma su media aritmética 

Por consiguiente, la media aritmética de un número sufi- 
cientemente grande de magnitudes aleatorias independientes 
(cuyas dispersiones están uniformemente limitadas) pierde 
el carácter de magnitud aleatoria, Esto se debo a que las des- 
vinciones de cada una de los magnítudes de sus esperanzas 
matemáticas pueden ser tanto positivas, como negativas, 
y en la media aritmética se excluyen mutuamento. 

El teorema de Chebishev se cumple no sólo para las magni- 
tudes aleatorias discretas, sino también para las continuas; 
éste es un ejemplo preciso que confirma la validez de la doc- 
trina del materialismo dialéctico sobre la relación entre la 
casualidad y la necesidad. 


$ 5. Valor práctico del teorema de Chebishev 


Expondromos algunos ejemplos de aplicación del teorema 
de Chebishev a la resolución de problemas prácticos. 

Generalmente para medir cierta magnitud física so ron- 
lizan varias mediciones y su medía aritmética se tonia comu 
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la dimensión buscada. ¿En qué condiciones este método de 
medición puede considerarse correcto? La respuesta la da ol 
teoroma de Chebishev (su caso particular), 

En efecto, examinemos los resultados de cada medición 
Xn. A estas mog- 


4) son independientes de dos on dos, 2) tienen igual esperanza 
matemática, 3) sus dispersiones están uniformemento limi- 
tados. 

La primera exigencia se cumple si el resultado de cada 
medición no depende de los resultados de las demás. 

La segunda exigencia se cumple si las mediciones so han 
realizado sin errores sistemáticos (de un signo). En esto caso, 
las esperanzas matemáticas de todas las magnitudes aleato- 
vias son idénticas e iguales a la dimensión verdadera a. 

La tercera exigencia se cumple si el instrumento garan- 
tiza una determinada precisión de las mediciones. Aunque 
en este caso los resultados de las mediciones individuales 
son distintos, su dispersión está limitada. 

Si se cumplen todos los requisitos indicados, tenemos el 
derecho de aplicar el teorema de Chebishev a los resultados 
de las mediciones: para n suficientemente grande la probabi- 
lidad de la desigualdad 


yt 


«+X, 


—a)|<e 


se aproxima a la unidad tanto como se quiora. En otras pala- 
bras, para un número bastante grande de mediciones casi 
con certeza sn media aritmética se diferencia tan poco como 
se quiera del valor verdadero de la magnitud que se mide. 

Por consiguiente, el teorema de Chebishev indica las 
condiciones, para las cuales puede ser aplicado el método de 
medición descripto. 

Sin embargo, es erróneo pensar que aumentando el núme- 
ro de mediciones se puede lograr una precisión tan grande 
como se quiera. El problema está en que el propio instrumento 
da indicaciones (lecturas) sólo con la precisión de +a; por 
eso, cada uno de los resultados de las mediciones y, por lo 
tanto, también su media aritmética, se obtendrán con una 
exactitud no mayor que la precisión del instrumento. 

El método muestral, profusamente aplicado en estadís- 
tica y basado en el teorema de Chebishev, en esencia tiene 
como objeto juzgar por un muestreo aleatorio relativamente 
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pequeño, de todo el conjunto (conjunto general) do ubjutos 
investigados. Por ejemplo, mediante un pequeño puñado 
de fibras escogidas al azar de distintos partes de un fardu 
se dotermina la calidad de algodón de Lodo el fardo. Aunque 
el número de fibras en el puñado es considerablemente monor 
que en el fardo, el propio puñado contiene una cantidad sufi- 
cientemonte grande de fibras, calculada en cientos. 

Un otro ejemplo puede ser la determinación de la calidad 
del grano por una pequeña muestra suya. También on este 
caso el número de granos escogidos al azar es poqueño en 
comparación con toda la masa do granos, poro do por sí os 
bastante grande. 

De los ejemplos expuestos se puedo doducir que el Looreiws 
de Chobishev tiene un valor inestimable para la práci 


$ 6. Teorema de Bernoulli 


Supongamos que se realizan n exporimontos indepondion- 
tes, en cada uno de los cuales la probabilidad de que ocurra 
el suceso A es igual a p. ¿Puedo predecirse cuál será aproxi- 
inadamento la frecuencia relativa de apariciones del suceso? 
El teorema demostrado por Jacobo Lernvulli (publicado o 
1713) que se denominara «ley de los grandes números» 
y diera origen a la teoría de las probabilidades como cienci 
da una respuesta positiva a esta pregunta, La domostraci 
de Bernoulli era compleja; en 1864, Y, V. Chebishev dio una 
demostración sencilla, 

"Teorema de Bernoulli. Si on cada una de las n pruebas 
independientes la probabilidad p de que ocurra un suceso A es 
constante, la probabilidad tan próxima a la unidad como se 
quiera, de que la desvtación de la Jrecuenrin relativa respecto 
de la probabilidad p será en valor absoluto lan pequeño como 
se quiera, st el número de pruebas es suficientemente grande. 

'En otras palabras, si e es un número Lun pequeño como 
so quiera, al cumplirse las condiciones del tuorema so ob- 
tendrá la igualdad 


mp (E. |<e)=1. 


punosmmacion. Designemos por X, una magnitud 
aleatoria discreta, os decir, el número de apariciones de un 
suceso en la primora prueba; por Xa, en la segunda, +. n 
por Xa en la a=sima pruoha.| 
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Es evidento que cada una de las magnitudes puedo tomar 
sólo dos valores: 1 (el suceso A ocurrió) con probabilidad p 
y 0 (el suceso no ocurrió) con probabilidad 4 — p = q. 

¿Se podrá aplicar el teorema de Chebishev a Jas magnitu- 
dos'a estudiar? Se puede, si las magnitudes aleatorias son 
independientes de dos en dos y su dispersión está limitada, 
Ambas condiciones se enmplon. En efecto, la independencia 
de dos en dos de las magnitudes X,, Xs, + . ., X Se deduco 
do la indepondoncia de las pruebas. La dispersión do cual- 
quier magnitud X, (E = 4, 2, ..., 1) es igual al producto 
pat, ya que p+ q = 1, el producto pg no es mayor do + ** 
y, por lo tanto, las dispersiones de todas las magnitudes 
están limitadas, por ejemplo, por el número C=> + 

Aplicando el teorema do Chebishov (caso particular) a las 
magnitudes examinadas, tenemos 


limp (LE 0] < 0) =t. 


Tomando en consideración que lo esperanza matemá- 
tica a de cada wa de las magnitudes X, (es decir, la esporan- 
za matemática del número de apariciones del suceso en una 
prueba) es igual a la probabilidad p de que ocurra el suceso 
(ejemplo 2, pág. S0), obtenemos 


lím P (pr 


Queda por demostrar que 2 es igual a la 


frecuencia relativa E do apariciones del suceso A en m 
h 


pruebas. En realidad, cada una de las magnitudes Xi. 
Xa ++ Xn toma un valor igual a la unidad al ocurrir el 
sucoso en la respectiva pruoba; por consiguiento, la suma 
Xy — Xa+... + Xn es igual al número m de apariciones 
del suceso en n pruebas, o sen, 
MX 

+, Esto so deduce del 46, cap. VII, si so admito que n = 4. 

++ So sabo que el producto de dos factores, cuya suma os una 
magnitud constante, tiene un valor máximo cuando los factores son 
iguales. Aqui la suma p, + q, = 1, es decir, constante, por eso, cuando 


Pi= u= 2 . ol producto piq tiene un valor máximo y es igual a4 5 


Teniendo en cuenta esta igualdad, finalmente: obtene- 
mos 
lim (|2=»|<x) 1 


Mota. Sería erróneo deducir a base del trorema de Peruonlli que 
aumentando ol número de exporimentos la frecuencia relativa Liendo 
indefectiblemento a la probabilidad p; en otras palabras, del teorema 


slo Bernoulli no resulta la Igualdad Lim Z-==p. Bn el Leoroma se tenta 


solamente sobre la probabilidad do que para nn número bastante granie 
de experimentos la frecuencia relativa se diferenciará tan poco cu: 
Li de la probabilidad constante de aparición del suceso en cad, 
prueba. 

De ese modo, la convergencia de Ja frecuencio relativa 22 a la 


probabilidad p se diferencia do la convergencia en el sentido del aná- 
lisis ordinario. Para destacar esta diferencia se intrudnco el concepto 
do seonvergencia de probabilidad» Más exactamente, la diferencia 
entro los tipos de convergencia señalados consiste on lo siguiente: si 


Z tiende a p, para n— co, como límite en ol sentido del análisis ordi- 
Mario, a partir do cierto n = N y para todos los valores si 
m, se cumple consecuentemente la desigualdad | 2 —p| < 


tiende según probabilidad a p cuando n — o, para valores iudiviih 
les den a dosignakdad puoda doar do sor valida. 

Así, el teorema de Bernoulli, afirma que para n — oo la frecuen- 
sin rolaliva tiendo según probabilidad a p. Sneintumemte el tenema 
de Bernoulli so escribo ast. 


jentes lo 


y si 


m prodat 


Eee 


Como podemos apreciar, el teoroma de Bernoulli aclara porqué 
ln frecuencia relativa para un número bastant grando de oxperimen- 
tos tione la propiedad do estabilidad y verifica la dJofinición estodiatiea 
do la probabilidad (cap 1, $5 5—6) 


Problemas 


1. Formular y oscribie ol teorema de Chelishev utilizando el con 
copto de «convergencia do probabilidad». y 

2. Utilizando la desigualdad de Chebishev estimar In probabilidad 
do quo |X — M (X)| < 0,1, si D (X) = 0.001. 


Respuesta P > 0,9. 


3. Utilizando la desigmaldad de Chebiehev hallar +. Dadus 
P (IX — M (X) 4 < e) = 0,9; D (X) = 0,0M. 


Respuesta 0,2. 
ns 


Capítulo décimo 


FUNCION INTEGRAL DE DISTRIBUCION 
DE LAS PROBABILIDADES DE UNA MAGNITUD 
ALEATORIA 


$ 1. Definición de la función integral de distribuúción* 


Recordemos que una magnitud aleatoria discrota se pre- 
fija por la enumeración de todos sus valores posibles y sus 
probabilidades. Este método no es general: por ojemplo, 
no es aplicable para las magnitudes aleatorias continuas 

En efecto, examinemos una magnitud aleatoria X, cuyi 
valores posibles llenan inintorrumpidamente el intervalo 
(a, b). ¿So puedo componer la lista de todos los valores po- 
sibles de X? Evidentemente, esto no so puede realizar. Este 
ejemplo indica la conveniencia de dar un método general 
de prefijar todos los tipos de magnitudes aleatorias, Preci- 
samente con este propósito se introduce la función integral 
de distribución. 

| Supongamos que z es un número real. La probabilidad do 
um suceso consistente en que X Loma un valor menor que z, 
es decir, la probabilidad del suceso X < z la designamos por 
F (z). Está claro que si z varía, en general, variará también 
F (z), o sea, F (2) es una función de z. 

Se Mama función integral de distribución la función F (2) 
que determina para cada valor de z la probabilidad de que 
la magnitud aleatoria X tome un valor menor que z, es decir 


F (z) = P (X < 3). 


Geométricamente esta igualdad se pued 
P (2) es la probabilidad de que una magı 
el valor representado sobre el eje numérico por un punto ul 
cado a la izquierda del punto z. 

Ahora podemos dar una definición más preci 
magnitud aleatoria continua: una magnitud al 
lama continua, si su función integral de distribución F (z) 
es continuamente diferenciable. 


* Frecuentemente en lugar de «función integral» so utiliza el 
término elunción de distribucións n e aiidis 
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$ 2. Propiedades de una función integral 


` Propiedad 1. Los valores de una función integral corres- 
ponden a un segmento [0; 41: 


OSF Si. 


DEMOSTRACION. Esta propiedad resulta de la defini- 
ción de función integral como probabilidad: la probabilidad 
siempro es un número no negativo no mayor quo la unidad. 

Propiedad 2. F (z) es una función no decreciente, es decir, 


F (2,3) > PF (z), si 3, >n. 
DEMOSTRACION. Supongamos que z> zy, El sucoso 

consistonte en que X toma un valor menor que z4, se 
dividir en los dos sucesos mutuamente excluyentes si 
tes: 4) X toma un valor menor que z, con probabi 
P (X < 25); 2) X toma vn valor que satisface la desigualdad 
a< X <t, con probabilidad P (1, < X < zx) 
teorema de la adición tenemos que 

P (X < z,) = P (X < 2) + P (3, S X < z3). 
De donde 

P(X <z.) — P (X < 7,) = P (1, S X < z), 
o bien 


E) — F (=) = P (a S X < a). t) 

Ya que cualquier probabilidad es un número no nega- 
tivo, tendremos que 7 (z: F(x,)>0, o bien F (7) > 
> F (z), lo que se quería demostrar. 

Corolario 1. La probabilidad de que una magnitud alea- 
toria tome un valor acotado en el intervalo (a, b), es igual al 
incremento de la función integral en este intervalo: 

P (a < X < b) = F (b) — F (0). (5) 

Este importante corolario resulta de la fórmula (*), si 
se pone z, = b y 3, = a. 

~ Ejemplo. Una magnitud aleatoria X está prefijada por 
la función integra): 


O para 
F()={ 1+4 paro 1 < 2 <3; 
17 para 1>3, 
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Hallar la probabilidad de que como resultado de la prueba 
X toma un valor acotado en ol intervalo (0; 2) 


P (0< X <3) = F (2) — F (0). 
Puesto que en el intervalo (0; 2) por los datos 
Pl)=r4tho 
entonces 
ro-ro lol 
Vor consiguiente, 
PO<X<D=+. 


Corolario 2. La probabilidad de que una magnitud aleato- 
ria continua X toma un valor determinado, es igual a cero. 

Y o, poniendo en la fórmula (49), a — zy, D = 2, + 
+4 Ar tenemos 

P(a<X<r + 82) = F (z, + 62) —F (2). 

ado que X es una magnitud aloa- 
F (2) es continna. Debido a la con- 
to z, la diferencia F (z, + Az) — 
á a cero, por lo tanto, P (X =2,) 


Macemos tender Az 
toria continua, la funci 
Unnidad de F 
— F (r) tambi 


PMASI<D=P(<Xx<b= 
= P (a< X <h) = P (a < X h). at 
Por ejemplo, la igualdad P (a< X <b) =P (a< ' 
< X < h) se demuestra así: 
Pa<X<i)=Pa<X<b)+ 
+ P(X =b) = P (a< X< b) 
De este modo, no presenta interés reforirnos a la proba- 
bilidad de que una magi d aleatoria continua tome un 
valor determinado, pero tiene sentido considerar la proba- 


bilidad de que esté acotado en el intervalo, digamos tan pe- 
queño como se quiera, 
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Este hecho corresponde totalmente a las exigencias de 
los problemas prácticos. Por ejemplo, nos interesa la proba- 
de que las medidas de las piezas no exceden los lími- 
bles, pero no se plantea la probabilidad de su coin- 
on la dimensión de proyecto. 
q incorrecto pensar que sien- 
do la probabilidad P (X = z,) igual a coro significa que ol 
suceso X = z, es imposible (claro está, si no nos limitamos 
a la definición clásica de la probabilidad). En efecto, como 
resultado de la prueba la magnitud aleatoria toma indefec- 
tiblemente uno de los valores posibles; en particular, este 
valor puede resultar igual a z}. 
Propiedad 3. Si los valores posibles de una magnitud alea- 
toria están acotados en el intervalo (a, Ù), tendremos que 


1)P()=0 para zS a; 
D F( =i para z>b. 


Denostracron. 1) Supongamos que z <a. En ese 
caso, el suceso X < z, esim] le (ya que X no toma valores 
menores que z, por dato) y, por lo tanto, su probabilidad 
es igual a cero. 

3) Supongamos que z > b. En ese caso el suceso X < 2 
es verdadero (ya que todos los valores posibles de X son me- 
nores que z,) y, por consiguiente, su probabilidad es igual 
a la unidad. 2 

Corolario. Si los valores posibles de una magnitud aleato- 
ria continua se encuentran en todo el eje z, son justas las 
siguientes correlaciones limites: 


lím P(=)=0; 
e 


m F(2)=1. 


$ 3. Gráfica de la función Integral 


Las propiedades demostradas permiten representar grá- 
ficamente la función integral de una magnitud aleatoria con- 
tinua. 

La gráfica está ubicada en una banda limitada por las 
rectas O, y = 1 (primera propiedad). 

Al crecer z en el intervalo (a, b), en el que están acota- 
dos todos los valores posibles de la magnitud aleatoria, la 
gráfica «sube» (segunda propiedad). 


12 


Cuando z < a las ordenadas de la gráfica son iguales a 
cero; si z > b, las ordenadas de la gráfica son iguales a la 
jad (tercera propiedad). 


Pig. 4. 


ica de la función integral de una magnitud alea- 
loria continua está expuesta en la fig. 1. 


Nota. Para una magnitud aleatoria discreta la gráfica do la fun- 
ción integra tiene forma escalonada. Verifiquemos esto con un 
ejemplo, 


Ejemplo. Una magnitud aleatoria discreta X está pre- 
fijada por la siguiente tabla de distribución: 


ziee 
p 03 0,1 0,6. 


O (tercera propiedad). 
in efecto, X puedo tomar 


3°, Si 4 <1 <8, F (z) =0,4. En realidad, si z, satis- 
face Ja desigualdad 4 < z, < 8, tendremos que F (z,) es 
igual a la probabilidad del suceso X < z,, que puede ocurrir 
cuando X toma el valor 4 (la probabilidad de este suceso 
es igual a 0,3) o el valor 4 (la probabilidad de esto suceso es 
igual a 0,4). Puesto que estos dos sucesos mutuamente exclu- 
yentes, por el teorema de la adición la probabilidad del suceso 
X < z, es igual a Ja suma de las probabilidades 0,3 + 0,1 = 
A 

4. Siz>3, F(2) En efecto, el suceso X < 8 

es cierto y, por lo tanto, su probabilidad, igual a la unidad. 
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De este modo, analíticamento la función integral puede 
ser escrita así: 
O para 2<1, 
0,3 para 1<z<4, 
0,4 para 4<z<8, 
1 para 2 >8. 
2 so muestra la gráfica de esta función. 


F()= 


En la fi 


Problemas 
ud aleatoria X está prefijada por la función integra! 


o pra z<i; 
p4 3 

Ft pora —1<z<2; 
1 mra 2>2 


Hallar la probabilidad de que como resultado de la prueba X toma un 
valor acotado en el intervalo (0; 4). 


4 
Respuesta + 


2. La magnitud aleatoria X está prelijada por la función integr: 


o para 22 


para 2<z<: 
1 para 2>4. 


Hallar la probabilidad de que como resultado de la prueba X toma un 
valor acotado en el intervalo (2; 3). 


4 
Respuesta 5- 
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3. La magnitud aleatoria discreta X está prefijada por la siguiente 
ley de distribución: rele 


x2 ew, mA satt 
p OS O4 ot. jas Lexelo 


Construir la gráfica de la función integral de esta magnitud.” >? 


Capitulo once 


FUNCION DIFERENCIAL DE DISTRIBUCION 
DE LAS PROBABILIDADES DE UNA MAGNITUD ALEATORIA 
CONTINUA 


$ 1. Defini 


Antes fijamos una magnitud aleatoria continua mediante 
la función integral. Ese método de prefijar no es el único. 
Una magnitud aleatoria continua se puede dar también 
utilizando la función diferencial de distribución de las proba- 
bilidades. 

La derivada primera de la funci 
ción diferencial de distribución” f (2): 

10) = P (a). 

De la definición dada se deduce que la función integral 
es la primitiva para la función diferencial. 

Cabe hacor notar que para describir la distribución de las 
probabilidades de una magnitud aleatoria discrota (discon- 
tinua) no es aplicable la función diferencial. 


icrencial de distribución 


ión de la función 


integral se Hama fun- 


$ 2, Probabilidad de que una magnitud aleatoria continua 
caiga en un intervalo dado 


Conociondo la función diforoncial se puedo calcular la 
probabilidad de que una magnitud aleatoria Continua toma 
un valor correspondiente al intervalo dado. El cálculo so 
basa en el Leorema siguiente. 

“Teorema. La probabilidad de que la magnitud aleatoria 
continua X toma un valor perteneciente al intervalo (a, b) 


ccuentemente en vez do efunción diferencial» se utiliza el 
ino adensidad de la probabilidad». 
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es igual a una inlegral determinada de la función diferencial 
tomada entre los límites desde a hasta b: 


è 
P<x<u=>/ Fa) dz. 


DEMOSTRACION. Utilicemos la correlación (**)(pág. 120): 
P (a < X < t) = F (b) — F (0). 


Por la fórmula de Newton—Leibniz 
è 


è 
F' (a) dz= f(2) az, 


F(0)—Fla)= 


De este modo, 


è 
P(e KX <b) = | 1(2)dz. 


Dado que P (e < X < t) = P (a < X < ù), finalmente 
obtenemos 


s 
Pl<x<0=f taaz © 


El resultado obtenido geométricamente se puede inter- 
pretar así: la probabilidad de que vna magnitud aleatoria 


continua tome un valor perteneciente al intervalo (a, b), 
es igual a la superficie de un trapecio curvilíneo limitado 
por el eje z, la curva de distribución / (z) y las rectas z = a 
y z= b (fig. 3). 
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lar, si f (z) es una función par y los extremos del 


Note. En 
¡cos con respecto al origen de coordenadas, tendro- 


intervalo son simi 
imos que 


Pa<X<o=P(1X1<0)=2 | / (2) dr. 
š 


Ejemplo. Dada la función diferencial de una magnitud 
aleatoria X: 


O para 2<0; 
1o- f2 para 0<x<1; 
O para a>Í. 


Hallar la probabilidad de que debido a la prueba, X toma 
un valor perteneciente al intervalo (0,5; 1). 
soLución. La probabilidad buscada es 


i : 
P(0S5<X<1)=2 f zdzr=7 | =1—0,235=0,75. 
es os 


$ 3. Obtención de la función integral por la función 
diferencial conocida 


Conociendo la función diferencial f (z), se puede hallar 
la función integral F (z) por la fórmula 


F(= ij f(z) dz. 


En efecto, hemos designado por 4 (z) la probabilidad de 
que la magnitud aleatoria tomo un valor menor que z, es 
decir, 

F (2) = P (X < 3). 


Evidentemente, la desigualdad X < z se puede escribir en 
forma do una doble desigualdad — oo < X < z, por lo 


tanto, 
F (i) = P (— 0< X < 3). (G) 


Suponiendo en la fórmula (*) ($ 2) a = — o, b = z, tene- 
mos 


P(—%<X<1)= f Hajdz, 


421 


Por último, sustituyendo P (— o <X<z2) por F(z), 
debido a (*), finalmente obtenemos 
F(= f f(a) dz. 


De este modo, conociendo la función diferencial do dis- 
tribución, se puede hallar la función integral. Sin duda, cono 


Fig. 4. 


ciendo la función integral se puede hallar la función dife- 
rencial, es decir, 


ta) =F(. 


~ Ejemplo. Dada la fu 
integral 


ión diferencial, hallar la función 


0 para <a, 
Ha= +. pra d<z<D, 


0 para z>b. 


Trazar la gráfica de la función hallada. 5 


sovuctos. Utilizamos la fórmula P (z) = j 1 (a) de. Si 


><a, tendremos que f (2) =0 y, por lo tanto, P (2) = 0. 
Sia<z<b, f(z) = py y. en consecuencia, 


F(= î 4 (2) dr= í 0d1+ | Edo 
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Si z > b, entonces 


P)= j oaf se 


De esto modo, la función integral buscada puede ser es- 
orita anal así: 


O para 2<a, 
para a<<b, 


1 para > 
La gráfica de esta función está representada en la fig. 4. 


$ 4. Propiedades de la función diferencial 
Propiedad 1. La función diferencial no es negativa: 
1(3)>0 


praosrracioN. La función integral es una función 
no decreciente, por lo tanto, su derivada F' (z) = / (2) es 
una fonción no negativa. 

Coométricamente esta propiedad significa que los pun- 
tos pertenecientes a la gráfica de la función diferencial están 
ubicados o encima del eje z, o bien en ese eje. 

Conviene hacer notar que la gráfica de la función dife- 
rencial se Hama curra de distribución. 

Propiedad 2. La integral impropia de la función diferen- 
cial en los límites desde — co hasta co es igual a la unidad: 


| roa. 


Demosmacion. La integral impropia | /(z) de expresa 


la probabilidad del suceso consistente en que la mag- 
nitud aleatoria toma wn valor perteneciente al intervalo 
(— oo, 00). Evidentemente, tal suceso es cierto y, por lo 
tanto, su probabilidad es igual a la unidad. 

Geométricamente esto signi ja superficie dol tra- 
pecio curvilínen limitado por el eje z y la curva de distri- 
bución, es igual a la unidad. 


saso 


En particular, si todos los valores posibles de la magnitnd 
aleatoria portonecen al intervalo (a, b), entonces 


è 
| fr dz=t. 


Ejemplo, La función diferencial de distribución de la 
magnitud aleatoria X está prefijada por la igualdad 


(de 


Hallar el parámetro constante a. 
somucion. La función diferencial debe satisfacer la con- 
dición $ Í (£) dz = 1, por eso, se necesita que se cumpla la 


igualdad 


De donde 


Hadlamos la integral indef 


Ej ge, 


Calculamos la integral impropia 


= lim (—arctge”) + lím (arclge) =F. 
e pe 


De este manera, el parámetro buscado es 
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$ 5. Sentido probabilístico de la función diferencial! 


Supongamos que £ (2) es la función integral de una mag- 
nitud aleatoria continua X. Por definición de función dife- 
rencial / (z) = Z” (2), o en otra forma 


F(z4 67) —F (2) 
piee 


Como se sabe, la diferencia F (z + Az) — F (2) deter- 
mina lo probabilidad de que X tome un valor, perteneciente 
al intervalo (z, z + àz). En consecuencia, el límite de la 
relación de la probabilidad de que la mag 
continua tome un valor perteneciente al intervalo (z, z + 
+ dz) a la longitud de este intervalo (para Az — O), es 
igual al valor de la función diferencial en ol punto z. 

Por analogía con la definición de la densidad de masa 
en el punto*, el valor de la función f (z) en el punto z con- 
viene considerarlo como la densidad de probabilidad en eso 
Junto. 

PY DS esto modo, la función diferencial determina la den- 
sidad de distribución de probabilidad para cada punto z. 

Del cálculo diferencial se sabe que el incremento de una 
función es aproximadamente igual a fonción diferencial, 
es decir, 


F (z + Az) — F (2) dE (2), 
o bien 
F(z -+ A1) — F (2) = F' (a) de. 
Puesto que F’ (x) = f (2) y dz = Az, tendremos que 
F (z + bz) — F (z) œ f (z) âz. 
El sentido probabilístico de esta igualdad es que: la pro- 
babilidad de que una magnitud aleatoria tome un valor pel 
teneciente al intervalo (z, z+ Ax) es aproximadamente 


igual (con la exactitud de hasta valores infinitamente peque: 
ños de orden superior con respecto a Az) al producto de la 


* Si la masa está distribuida continuamente a lo largo del ejo 
zx por cierta ley, por ejemplo 7 (2), la densidad p (z) de masa en el 


junto z se ilama límite de la relación entre la masa del intervalo 
(z, z+ Az) y la longitud del intervalo cuando Az— 0, es docir 
Pizti P iz) 


9 aa 


densidad de probabilidad en el punto z por la longitud del 
intervalo Az. 

Geométricamento esto resultado so puedo interpretar así: 
la probabilidad de que una magnitud aleutoria Lomo uu valor 
perteneciente al intervalo (z, z+ Ax) es aproximadamente 
igual a la superficie del rectángulo de base Az y altura / (z). 


En la fig. 5 se aprecia que la superficie del rectángulo 
rayado es igual al producto / (z) Ax, sólo aproximadamente 
igual a la superficie del trapecio curvilíneo (probabili- 
dad verdadera determinada por un intervalo definido 
reas 


j 1 (z) dz). En esto caso, el error admisible es igual a 


superficie del triángulo curvilíneo ABC. 


$ 6. Ley de distribución uniforme de las probabilidades 


AL resolver los problemas presentados por la práctica, 
se tropiezan con distintas distribuciones de magnitudes alea- 
torias continuas. Las funciones diferenciales de estas dis- 
tribuciones se llaman también leyes de distribuciones. De 
ordinario se encuentran, por ejemplo, las loyes de distri- 
buciones uniforme y normal. En esto párrafo se examina la 
ley de distribución uniforme. El capítulo siguiente está 
dedicado a la ley de distribución normal. 

La distribución de las probabilidades se Mama uniforme, 
sien el intervalo, al que pertenecen todos los valores posibles 
de la magnitud aleatoria, la función diferencial tiene un va- 
lor constanto. 

Veamos un ejemplo de magnitud aleatoria continua uni- 
formemente distribuida. 
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Ejemplo. La escala de un instrumento de medida está 
graduada en ciertas unidades. El error al redondear la lec- 
tura hasta una división entera próxima se puede considerar 
como una magnitud aleatoria X que puede tomar con la den- 
ad constante de probabilidad cualquier valor entre dos 
divisiones enteras contiguas. Por consiguiente, X tiene dis- 
tribución uniforme. 

Hallomos la función diferencial de distribución unifor- 
me, considerando que todos los valores posibles de la magni- 
tud aleatoria acotados en el intervalo (a, b), en el que la 
función diferencial conserva un valor constante / (z) = C. 


Fig 6. 


Según los datos X no toma valores fuera del intervalo 
(a, b), por eso f (z) = O cuando z < a y z > b. 

Hallamos el valor de C. Dado que todos los valores posi- 
bles de la magnitud aleatoria pertenecen al intervalo (a, b), 
debe cumplirse la igualdad 


è à 
| 1(2)dz=1, o bien | Caz 
De donde 
1 1 
Ca 
f dz 


De este modo, la ley de distribución w 
escribir analiticamente, así: 


forme se puede 


0 pra  2<a, 
Hd=4 gir ma a<z<b, 
O para z>b. 
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En la fig. 6 se muestra la gráfica de la función diferencial 
de distribución uniforme, mientras que en la fig. 4, la grå- 
fica de la función intogral. 


Problemas 


1. Una magnitud aleatoria se prefija por la función 


Serencial 


Í o pa 
a i pr — 

L. 7 
Hailar el coeficiente a. 


sion E. 


2. Una magnitud aleatoria está dada por la función diferencial 


o pa seh 
raf gra para oczga 


0 pa z>% 


vato (07) + 
o pa zen, 
Respuesta sro- mona para vere n 
1 para >” 
ty 4 


Sr i 
La magnitud aleatoria X se preliju quer la función integrat 


Opa zgo 
F= ( an 
ES 

Hallar la función diferencial 


O para 250. 
Respuesta 10 =( 1 para 0< zS fi 
Opoa > 


1% 


V'a. La magnitud aleatoria X está preijaa por la fu 


o ma 240, 
ronf fazan para 0<=<5, 


1 pa > 
Hallar la función diferencial. 
o para <0 
Respuesta 101 uns para U<z <A, 
0 pma > 


Capítulo doce 


DISTRIBUCION NORMAL 


$ 1. Características numéricas de las magnitudes 
aleatorias continuas 


Extendemos las definiciones de las características numé- 
ricas de magnitudes discretas a las magnitudes continuas- 
Comencemos de la esperanza matemática. 

Supongamos que wna magnitud aleatoria continua X 
está prefijada por la función diferencial f (1). Admitamos 
que todos los valores posibles de X pertenecen al segmento 
la, bl. Descompongamos este segmento en n segmentos par- 
ciales de longitud Áz,, Aze, . . -. Az, y elijamos en cada uno 
de ellos un punto arbitrario z, (i = 1, 2, +... n). Para 
determinar la esperanza matemática de una magnitud con- 
linua por semejanza con la discreta, formemos la suma de 
los productos de los valores posibles de z, por sus probabi- 
lidades de caer en el intervalo Az, (recordemos que el pro- 
ducto f (z) Az es aproximadamente igual a la probabilidad 
do que X caiga en el intervalo Az): 


Daf (zi) Ars. 
Pasando al límite cuando la longitud del segmento máximo 
de los segmentos parciales tiende a cero, obtenemos la inte- 
i 


gral definida E (3) dz. 
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Se llama esperanza matemálica de una magnitud aleatoria 
continua X, cuyos valores posibles pertenecen al segmento 
la, bl, la integral definida: 


è 
M(X) =f zj (2) dz, 


Si los valores posibles pertenecen a todo el eje z, tendre- 
mos que 
M (z)= $ aj (x) de. 


Se supone que la integral impropia convergo absolutamente, 
es decir, existe la integral f 171 / (2) de. Si esto no se cum- 


pliese, el valor de la integral dependeria de la volocidad do 
tendencia (por separado) del límite inferior hacia — co y del 
superior hacia +00. 

Por analogía con la dispersión de la magnitud aleatoria 
discreta se define también la de una magnitud continua. 

Se llama dispersión de una magnitud aleatoria continua 
la esperanza matemática del cuadrado de su desviación. 

Si los valores posibles de X pertenecen al segmento la, ), 
tendremos que 


» 
D= | =M GOPI (o dz; 


si los valores posibles corresponden a todo el eje z, 
D(X)= f [2—M (2)Pf (2) dz. 
La desviación cuadrática” media de la magnitud aleatoria 


continua se determina al igual que para una magnitud dis- 
creta, por la igualdad 
o (X) = VD. 
Nota 1. Se puede demostrar quo las propicilades de la esperanza 
matemática y de la dispersión de magnitudes discretas so extienden 
también a las magoítudes continuas. 


ws 


Nola 2, Vara ol cálculo de la dispersión es fácil obtener fórmulas 
más convenientes: 


è 
| 2 (2) dz (OF, 


D09= | 23 te) 421 (0P. 


»mplo, Hallar la esperanza matemática y la dispersión 
do la magnitud aleatoria X prefijada por la función integral 


k para 7<0, 


z para 0<z<1, 
1 paro z>1. 


F (a) 


sorucion: Hallomos la función diferencial 
O para =<0, 
1) = F (a) =} 1 para 0<2<1, 
O para  z>4. 
Hallumos. la esperanza matemática 
i ñ 
mo=jrta=5|=5. 
è i 


Hallamos la dispersión 


1 
D= f Pd 
d 


$ 2. Distribución normal 


So llama normal la distribución de las probabilidades de 
una magnitud aleatoria continma que se describe por la 
función diferencial 

pa 


a e 
edo E E 

Como podemos’ apreciar, la distribución normal se deter- 

mina por dos parámetros: a y o. Es suficiente prefijar estos pa- 

rámetros para obtener la distribución normal. Mostremos 
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que el sentido probabilístico do estos parámetros es el siguien- 
te: a es la esperanza matemática, g, la desviación cuadrá- 
tica media de la distribución normal. 

a) Por definición de la esperanza matemática de una 
magnitud aleatoria contínua 


M(X)= f Haaa f s 


Introducimos un nuovo parámetro z Do donde z = 


T 
= oz4 a, dr = ads. Teniendo en cuonta que los nuevos 
límites de intogración son iguales a los anteriores, obtene- 
mos 


dz. 


M (X) = VE | corroe Far 


EE E PETE E 
“yaj” straj dz. 
El primero de los sumandos es igual a cero (bajo el signo 


integral so halla una función impar; los límites de integra- 
ción son simétricos respecto al origen de coordenadas). El 


segundo de los sumandos es igual a a (integral do Poisson 


De este modo, A/ (X) = a, es decir, la esperanza mate- 
mática de la distribución normal es igual al parámetro a. 

b) Según definición de la dispersión de una magnitud 
aleatoria continua, tomando en consideración que Af (X) = a, 
tendremos 

> tor 
ll ape E 
DO je aje dr. 
Introducimos una nueva variable 2=27%. Do donde, 


T 
z — a = oz, dz = ġdz. Teniendo en cuenta que los nuevos 
límites de integración son iguales a los anteriores, obtenemos 


a 
DO pl zeze T dz. 


Integrando por partes, poniendo u = 
hallamos 
D (X) = œ. 
Por lo tanto, 
o(xX)= VD) = VF 


De ostu manora, la desviación cuadrática media de la dis- 
tribución normal es igual al parámetro o- 


Nota 4, La distribución normal de parámetros arbitrarios a y 
a (a > 0) so Mama general. 

Ía distribución normal do parámotros a = 0 y g = 1 se lam 
normada. Por ejemplo, si X es una magnitud normal de parámetros 
a y a, entonces U= además 


T 
M (7) = O, a (U) = 1. La unción diferenciat de distribución nor- 


Jemento 1) 
n normal general (cal 


ares de esta función están tabulados (s 
Nuta 2. La Tunción integral de distribuci 
x1 55) 


y de la mormada 


Loss valores de la función Fa (x) están talulados. Se comprueba fácil- 
mente que 


F= (12) > 
Nola 3. Las probabilidad de qui 


X caiga on el intervalo (0, 2) se puede hallar utilizando la f 


ya magnitud narmal normada 


nev tb (7) ae YE f ¿E dz. En electo (cap. XI, $2), P (0 < 
4 


<x a la T a 
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Nota 4. Tomando enconsideración | q (z) de==1 (cap. XI, $4, 


propiedad 2) y, por lo tanto, en virtud de la simetría de ẹ (z) respecto 
E cero, 


f Q(z) éz=05, por consiguiente, también P (—0o < X< 0)=0,5, 


ps Fa p= OSH 04 Pi ocx 
aleto. Fale) Pl oo Os 
DEA TO 


$ 3. Curva normal 


La gráfica de la función diferencial do distribución nor- 
mal se lama cura normal (curta de Gauss). 
Examinemos la función 


-52 


1 
y e 

por los métodos del cálculo diferencial. 
4. Evidentemente, la función está definida en todo el 


eje z 
2. Para todos los valores de z la función toma valores 
:os, es decir, la curva normal está situada encima del 


z. 
3. El límite de la función, al crecer ilimitadamente z 
(en valor absoluto), es igual a cero: lim y = 0, es decir. el 


ejo z sirve de asintota horizontal de la gráfica. 
4. Examinemos la función respecto del extremo. Hallemos 

la derivada primera: 

da E 

v=- 
So aprecia fácilmente que y' = 0 cuando z =a, y'>0 
cuando z< a, y' < 0 para z > a. Por lo tanto, cuando z = 
= a la función tiene un máximo, igual a —; 


5. La diferencia z — a está contenida en la expresión 
analítica de la función al cuadrado, es decir, la gráfica de la 
función es simétrica respecto a la recta z = a. 

6. Examinemos la función en el punto de inflexión. 
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Hallemos la derivada segunda 


- [ts 
E [ 

Se nota fácilmente que para z =a +0 y 
dorivada segunda es igual a cero y, al pasar estos puntos, 


t 


Fig. 


cambia de signo (en ambos puntos el valor de la función es 


igual a 


) - Por consiguiente, los puntos (a—0, aym) 
y (es o, æ) de la gráfica son puntos de inflexión. 
% 


la fig. 7 se muestra la curva normal para a 


$ 4. Influencia de los parámetros de la distribución normal 
sobre la fórmula de la curva normal 


Aclaromos cómo influyon los valores de los parámetros a 
y o en la fórmula y la disposición do la curva normal. 

Se sabe que las gráficas de las funciones / (2) y f (z — a) 
tienen igual forma; desplazando la gráfica de f (z) en el sen- 
Lido positivo del eje z en a unidades de la escala para a > 0, 
o en sentido negativo para a < 0, obtenemos la gráfica de 
$ (æ — a). Do aquí so deduce que la variación de la magnitud 
del parámetro a (esperanza matomática) no altera la forma 
de la curva normal, sino da lugar solamente a su desplaza- 
miento a lo largo del eje x; hacia la derecha, si a crece, y hacia 
la izquierda, si a decrece 

El problema cambia al variar el parámetro g (desviación 
enadrática media). Como se ha mostrado en el párrafo ante- 
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rior, el máximo de la función diferencial de distribución nor- 
4 


mal os igual a De donde se deduce que al crecer o, 


o 
la ordenada máxima de la curva normal decrece, mientras que 
la propia curva deviene más suave, es decir, se aprozima al eje z; 
cuando decrece a, la curca normal deviene más aguda y se 
alarga en sentido positiro del eje y. 

Cabo hacer notar que para Lodos los valores do los pará 
metros a y a el área limitada por la curva normal y ol eje z 


Figs. 


se mantiene igual a Ja unidad (cap. X1, $ 4, segunda propie- 


'n la fig. $ están representadas las curvas normales para 
distintos valores de o y a ~ 0. El dibujo ilustra claramente 
cómo la variación del parámetro o influye en la forma de la 
curva normal 

Conviene s 


ie cuando a =Q y o= 1 la curva 


normal q (2) se Mama normada. 


Y 


$ 5. Probabilidad de que una magnitud aleatoria 
normal caiga en un intervalo dado 
Ya sabemos que si una magnitud aleatoria X está dada 
por la función diferencial f (z), la probabilidad de que X 
tome un valor perteneciente al intervalo (a, B), es la siguiente 
À 
Pla<x<m=) Hajaz 


12 


Supongamos que la magnitud alontoria X está distribuida 
por una ley normaj. En tal caso, la probabilidad de quo X 
tome un valor perteneciente al intervalo (x, P), es igual a 


pe 

PO a 

"Eransformamos esta fórmula de manera que se pueden 

lus tablas hechas. introducimos una nueva variable 

De aquí, z = oz + a, de = o dz. Hallamos los 

uovos Jémites do Integración. Si £ = a, tendremos que z = 
S75; si rp, a, 
Por consiguiente, tenemos 


PU<x<n=— 


0()= 


ente obtenemos 
PU<x<py=ow (Ë 


X está distribuida por 
esperanza matemática y la desviación 
ia de esta magnitud son respectivamento 
iguales a 30 y 10. allar la probabilidad de que X Lomo un 
valor correspomliento al intervalo (10, 50). 
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soLucion. Utilizamos la fórmula (*). Según los datos 
del problema æ = 10, $ = 50, a = 30, o = 10, por lo tanto, 


Pro <x<= (27%) -0 (27) -200 
Por la tabla (suplemento 2) hallamos 
(2) = 0,4772. 
Do aquí, la probabilidad buscada es 
P (10< X < 50) = 2-0,4772 = 0,9544. 


$ 6. Cálculo de la probabilidad de desviación pi 


Frecuontomente se necesita calcular la probabilidad de 
que la desviación de una magnitud aleatoria normalmente 
distribuida X respecto del valor absoluto es menor que un 
número positivo dado a, es decir, hay que hallar la probabi- 
lidad de que se cumpla la desigualdad |X — a | <a. 

Sustituimos esta desigualdad por la doble desigualdad 
equivalente 


=5<X-—a<ó, 
o bien 
a—5<X<a+ s. 


Utilizando la fórmula (*) ($ 5), obtenemos 
P(¡X—a]<0)=P(0-5<X<a+b) += 
5 5 
-of LA] 0 (5) 0 (5). 
Tomando en consideración la igualdad 
5 ê 
A aaa. 


almente obtenemos 
P(IX—a1<0=20 (5). 
En particular, para a =0 
P(XI<O=20 (5). 


En la fig. 9 se muestra claramente que 
aleatorias están normalmente distribuis 


(la función de Laplace es impar), 


si dos magnitudes 
a 
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bilidad de tomar un valor, correspondiente al intervalo 
(—6, ô), es mayor para la magnitud que tiene un valor 
menor de a. Este hecho corresponde totalemente al sentido 


Fig. 9. 


probabilístico del parámetro o (0 es la desviación cuadrática 
media; este caracteriza la dispersión de la magnitud aleatoria 
alrededor de su esperanza matematica). 


ta. Evidentemente, Jos sucesos con 
de las desigualdades |X — a] <ô y H 

la probabibidad de q 
s igual a p, la probabi 
igual a 4 — p- 


tentes en el cumplimiento 
> 3 son opuestos. 

Soda Ta dosel E 

jad de la desigualdad |X — a| > ô 6 


Ejemplo. La magnitud aleatoria X está distribuida nor- 
malmente. La esperanza matemática y la desviación cuadrá- 
Lica media de X son respectivamente iguales a 20 y 10. 
Mallar la probabilidad de que la desviación sea en valor 
absoluto menor que tres 
SOLUCION. Utilizamos la fórmula 


P(IX—a/<5=20 (5). 


Según los datos del problema 8 =3, a = 20, a = 10. Por 
lo tanto, 


P(1X—20)<3)=20 (y) =20 (03). 


Por la tabla (suplemento 2) hallamos @ (0,3) = 0,1179. 
La probabilidad buscada es 
P (| X — 201 < 3) = 0,2358. 


10-0360 us 


$ 7. Regla de las tres sigmás 
Transformamos la fórmula ($ 6) 
P(IX—a[<9=20 ($), 
poniendo $ = at. En conclusión obtenemos, 
P (|X — al< oi) = 20 (0. 


Si t = 3 y, por lo tanto, ot = 30, tendromos que 
P (1X — a] < 30) = 20 (3) = 2 -0,49865 = 0,9973, 


es decir, la probabilidad de quo la desviación sea cu valor 
absoluto menor que el triple de la desviación cuadrática mo- 
dia, es igual a 0,9973. 

En olras palabras, la probabilidad de quo la magnitud 
absoluta do la desviación soa mayor que el triple de la dos- 
viación cuadrática media, es muy pequeña y, precisamente, 
igual a 0,0027. Esto significa que sólo en 0,27% do Jos casos 
puede ocurrir así. Estos sucesos, partiendo del principio do 
imposiblidad de los sucesos poco probables, pueden consi- 
derarse prácticamente inciertos o imposibles. En osto reside 
precisamente la esencia de la regla de las tres sigmas: sé 
una magnitud aleatoria está distribuida normalmente, la mag- 
nitud absoluta de su desctación resperto de la esperanza maie- 
mática no es mayor que el iriple de la desviación cuadrática 
media 

En la práctica, la regla de las tres sigmas se aplica así: 
si la distribución de la magnitud aleatoria que so estudia no 
se conoce, pero si se cumple la condición indicada on la regla 
expuesta, se puede suponer que la magnitud a estudiar 
está distribuida normalmente; en caso contrario no está dis- 
tribuida normalmente. 


$ 8. Noción del teorema de Liapunov 


Se sabe que las magnitudes aleatorias normalmente dis- 
tribwidas están profusamente difundidas on 


tico ruso A. AL. Linpunov (teorema límite centra! se la teoria 
de las probabilidades). Damos sólo ol corolario dé? teorema de 
Liapunor: sé una magnitud aleatoria X es la suma de un nimero 
muy grande de magnitudes aleatorias muluamente indepen- 
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dientes, la influencia de cada una de ellas en toda la suma es 
despreciable, entonces X tiene una distribución próxima a la 
normal. 

En la práctica se tropieza con mayor frecuencia, precisa- 
mente, con estas magnitudes aleatorias. 

El ejemplo siguiente aclara lo dicho. 

Ejemplo. Supongamos que se mide ciorta magni 
sica. Cualquier medición da solamente un valor aproximado 
de la magnitud a medir, puesto que sobro el resultado de la 
medición influyen muchos factores aleatorios independientes 
(temperatura, oscilación del, instrumento, humedad, cte.). 
Cada uno de estos factores engendra un «error parcial» infimo. 
Sin embargo, dado que el número de estos factores es muy 
grando, el conjunto de su acción ocasiona ya un serror total» 


Considerando el error total como suma de un número 
muy grande de errores particulares mutuamente indepen- 
dientes, podemos deducir que el error total tiene una distri 
bución próxima a la normal. La experiencia confirma la va- 
lidez de esta deducción. 


$ 9. Estimación de la desvia 
teórica de la normal. Asimet 


La distrib: 


de la distribución 
ja y exceso 


ión de frecuencias relativas se llama empi- 
ratemática estudia la distribución empi- 


de las probabilidades se llama teórica. 
¡ción teórica es estudiada por la teoría de las proba- 
bilidades. En este párrafo se examinan Jas distribuciones 
teóricas. 

Al estudiar Jas distribuciones, diferentes de la normal, 
surge la necesidad de estimar cuantitativamente esta difo- 
rencia. Con este propósito se introducen características espo- 
ciales, en particular, la asimetría y el exceso. Para la dis- 
tribución normal estas características son iguales a cero, 
Por eso, si para la distribución a estudiar Ja asimetría y el 
exceso Slênen pequeños valores, se puede suponer la proxi- 
midad dr'esta distribución a la normal. Por el contrario, 
los grandes valores de la asimetria y del exceso denotan la 
desviación considerable de la normal. 

¿Cómo *stimar la asimetría? Se puede demostrar quo, 
para lo distribución simétrica (la gráfica de tal distribución 
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es simétrica con respecto a la recta z == Af (X)) cada momon- 
to central de orden impar es igual a ccro. Para las disi 
ciones asimétricas los momentos centrales de orden impar son 
distintos de cero. Por lo cual, cualquiera de estos momentos 
(fuera del momento de primer orden que es igual a cero para 
toda distribución) puede servir para estimar la asimetría; 
es natural elegir el más simple de ellos, es decir, el momento 
de tercer orden py, Sin embargo, no es conveniente tomar este 
momento para estimar la asimetría ya quo su magnitud 
doponde de las unidades, con las que so mide la magnitud 
aleatoria. Para evitar este inconveniente, p se divide por 
0? y, de este modo, se obtiene una característica adimen- 
sional. 

Se llama asimetría de la distribución teórica la relación 
entre el momento central de tercer orden y el cubo de Ja 
desviación cuadrática media: 


s=, 


tría es positiva, si la «parte larga» de la curva do 
distribución se encuentra a la derecha de la esperanza mate- 
mática; la asimetría es negativa, si la «parte largar de la 
curva se encuentra a la izquierda de la esperanza matemá- 
tica. El signo de la asimetría se determina prácticamente 
por la ubicación de la curva de distribución con respecto a 
la moda (punto máximo de la función diferencial): si la 
parte alargada de la curva de distribución se encuentra a la 
derecha de la moda, la asimetría es positiva (fig. 10, 0), si 
se encuentra a la izquierda, negativa (fig. 10, b). 

Para estimar el sdoclives, es decir, la pondiente máxima 
o mínima de la curva de distribución teórica en comparación 
con la curva normal se utiliza la característica oxceso. 

Se llama exceso de la distribución teórica la caractorística 
determinada por la igualdad 


Er H-—3, 


Para la distribución normal - , y, por lo tanto, 


el exceso es igual a coro. Por eso, si el exceso de ciorta d 
tribución es distinto de cero, la curva do esta distribución 
se diferencia de la curva normal: si el exceso es positivo, 
la curva tiene un vértico más alto y sagudo» que la enva 
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a); si el exceso es negativo, la curva a com- 


normal (fig. 41, 
ri is bajo y «planos que la curva nor- 


tiene un vérlico má 


al (fig. 14, 23. En este caso se supone que la 
nos normal y Leórica tienen 
ticas y las dispersiones. 


$ 10, Función de un argumento aleatorio y su distribución 

Previamente cabe hacer notar que, en adelante, en vez 
de decir aley de distribución de las probabilidades», diremos 
simplemente «distribución 

Si a cada valor posible de una magnitud aleatoria X 
corresponde un valor posible de la magnitud aleatoria Y, 
entonces Y se Mama función del argumento aleatorio X 


Y =p (X) 
adelante se muestra como hallar la distribución de 


la función por la distribución conocida del argumento dis- 
creto y continuo. 

1. Supongamos que el argumento X es una magnitud alea- 
toria discreta. 

o) Si a los distintos valores posibles del argumento X 
corresponden distintos valores posibles de la función Y, 


10) 


las probabilidades de los correspondientes; valores de X e Y 
son iguales entre sí. 


Ejemplo 1, La magnitud aleatoria discreta X está 
profijada por la distribución: 


X2 3 
p 06 04 
Hallar la distribución do la función Y = X, 
soLucioN. Hallamos los valores posibles do Y; 
n=*=4 p= h 
Escribimos la distribución buscada de Y: 
Y4 9 
p 06 04 
h) Si a los distintos valores posibles de X corresponden 
los valores de Y, entre los cuales hay iguales entre sí, enton- 


ces hay que adicionar las probabilidades de los valores 
que se repiten de Y. 


Ejemplo 2. La magnitud aleatoria discreta X se prolija 
por la distribución: 


e 
p 04 05 01 


Halar la distribución de la función Y = X“ 
souciow. La probabilidad del valor posible de y, =4 
es igual a la suma de las probabilidades de los sucesos mati 
mente excluyentes X = —2, X = 2, es decir, 0,4 + 0, 
0,9. Lo probabilidad dol valor posible do y, = Y es igual 
a 0,1. Escribimos la distribución buscada de Y: 
Y4 9 
p 09 04 
2. Supongamos que el argumento X es una magnitud 
aleatoria continua. ¿Cómo hallar la distribmción do la fun- 
ción Y =«p(X), conociendo la función diforencial / (r) 
del argumento aleatorio X? Se demostró que: si y = q (2) 
es una función diforenciablo rigurosamente creciente o rigu- 
rosamente decreciente, cuya función inversa z ON 


La función diferencial g (y) de la magnitud aleatoria Y se 
Malla por la igualdad 


e) = i y 01-11 (01 
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Ejemplo 3. La magnitud aleatoria X está distribuida 
normalmente, además su esperanza matemática es a = 0. 
Hallar la distribución de la función Y = X°. 

SOLUCION. Puesto que la función y = 27, es diferenciable 

gurosamente creciente, se puedo utilizar la fórmula: 


OEA W 159) 


lallamos la función, inversa a la 


my e 


E 
vi) ===y?. 
Mullamos / hp (4)]- Por los datos 


e 
va" 


1)= 


por eso 


i 
Hts 


oya 


Hallamos la derivada do la función inversa de y: 


v= 


Hallamos la función diferencial buscada, para lo cual 
ponemos (**) y (***) en (*): 


¿u= 


3oy? VI 
Nota. Utilizando la fórmula (*) se puede demostrar que la función 
lineal Y == AX -+ B de argumento X normalmente distribuido tam- 
bién ctá normalmente distribuida, además para ballar e esperanza 
matemática de Y, hay que poner en la expresión de la función en lugar 

del argumento X, su esperanza matemático a: 
MN) =404+ 


pera hatlar Ja desviación cuadrática media de Y, bay que maliplicar 
la desviación cuadrática medía del argumento X por el módulo del 


coeficiente de X: 
o (Y) = 141-0 (X). 
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Ejemplo 4. Hallar la función diferencial de la función 
lineal Y = 3X + 1, si el argumento está distribuido normal- 
mente, además, la esperanza matemática de X es igual a 2 
y la desviación cuadrática media es igual a 0,5. 

soLucios. Hallar la esperanza matemática do Y 

MM=32+1=7. 

Hallamos la desviación cuadrática media de Y 

o (Y) = 3-0,5 = 1,5. 
Ta función diferencial buscada tiono la forma 


qn 
Le EUNT, 
15 Vir 


e()= 


$ 11. Esperanza matemática de Ja función de un 
argumento aleatorio 


Dada la función Y = 
hallar la esperanza matem 
la ley de distribución del argumento. 

4. Supongamos que el argumento X es una magnitud 
aleatoria discreta con los valores posibles zy, Za, - - «1 Za 
cuyas probabilidades son respectivamente iguales a p, 
Par <= :s Pa, Evidentemente, Y también es vna magnitud 
aleatoria discreta con los valores posibles y, = q (2) 

lr), --. eya =P (2,). Ya que el suceso ela mag- 
nitud X tomó el valor z,» da lugar al suceso sla magnitud Y 
tomó el valor e (z;)» las probabilidades do Jos valores posi- 
bles de Y son respectivamente iguales a Py, Pas «> «1 Pre 
Por lo tanto, la esperanza matemática de la función es 


MP001= È ete): o 


Ejemplo 1. La magnitud aleatoria diserota X esti 
dada por ln distribución 
Fig 
p 02 05 03 


Hallar Ja esperanza matemática de la función Y = y (X) = 
=X +i. 
SOLUCION. Hallamos los valores posibles do Y: 
M=144+1=2 968) e341 = 10; 
(5) =5*41=2. 
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La esperanza matemática buscada de la fun 

MX 411 = 2-0,2 + 40.0,5 + 26-0,3 

2. Supongamos que el argumento X es una magnitud 

alcatoria continua prefijada por la función diferencial f (z). 

Para hallar ática de la función Y = 

tX) al pio se puede hallar la función g (y) de la 
magnit Y y, luego, utilizar la fórmula 


MO)= | vrid 


Sin 
Malla 
tica de la fun 


mbargo, si ln función diferencial g (y) es difícil de 
se puedo hallar directamente la esperanza matemá- 
¡ón q (X) por la fórmula 


MIA) | p) dz. 


partienlar, si Jos valores posibles de X pertonocen 
al intervalo (a, b), 


a 
M (P(X) = | e2) (2) àz. 0 


Omitiendo la, demostración, cabe hacer notar que ella 
es análoga a la demostración de la fórmula (*), si se susti- 
tuye la suma por la integración, y la probabilidad, por el 
elemento de la probabilidad f(z) Az. 

Ejemplo 2. La magnitud aleatoria continua X está 
prefijada por la función diferencial f(x) =senx en el 
intervalo (0; F); / (z) = O fuera de este intervalo. Hallar 
lo esperanza matemática de la función Y = q (X) = X*. 

souucion. Utilizamos la fórmula (**). Por los 
datos del problema f(z) = sen z, ọ (z) = 3°, a = 0, b = 


F- 
Por Jo tanto, 


T 
M (p (2)}= T atson zdz. 
è 


Integrando por partes, obtenemos la esperanza matemática 


buscada 
MIX =2a— 
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$ 12. Función de dos argumentos aleatorios. Distribución 
de la suma de sumandos independientes 
Estabilidad de distribución normal 


Si a cada par de valores posibles de las magnitudes 
aleatorias X e Y le corresponde un valor posible de la magni- 
tud aleatoria Z. entonces Z se llama función de dos argumen- 
tos aleatorios X e Y: 

Z <q (X, Y). 


A continuación se mostrará medianto ejemplos cómo ha- 
Mar la distribución de la función 


Z=X+Y 


conociendo las distribuciones de los sumandos. Semejante 
problema se encuentra frecuentemente en la práctica. Por 
ejemplo, si X es el error de lecturas del instrumento de 
medida (distribuido normalmente), Y es el error de redondeo 
de las lecturas hasta la división próxima de la escala (distri- 
buido normalmente), surge el problema de hallar Ja ley de 
distribución de la suma de los errores Z = X + Y. 

1. Supongamos que X e Y som magnitudes aleatorias 
independientes discretas. Para componer la ley de distribu- 
ción de la función Z = X + Y, hay que hallar todos los 
valores posibles de Z y sus probabilidades. 

Ejemplo f. Las magnitudes aleatorias independientes 
discretas están prefijadas por las distribuciones: 


FA DPS 2 
p 04 05 p 02 08 
ción de la magnitud aleatoria Z = 


de e valor posible de X con todos los valores posibles 
de Y: i 


ami+3=4 n=i+4=5 7 =243=5; 
PETERET 


4, es suficiente que la magnitud X tome el 
1 y la magnitud Y, el valor 1, = 3. Las probo- 
bilidades de estos valores posibles, como-se deduce de las 
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leyes de distribuciones dadas, son respectivamente iguales 
20,4 y 0,2. 

Puesto que los argumentos X o Y son independientes, los 
sucesos X = 1 0 Y = 3 son independientes, y, por lo tanto, 
la probabilidad de que ocurran simultáneamente (es decir, 
la probabilidad del suceso Z =4 + 3 = 4) por el teorema 
del producto es igual a O, E 

Análogamente hallamos: 


P (Z = 4 4 4 = 5) = 0,4-0,8 = 0,32 
P (Z = 2 + 3 = 5) = 0,6-0,2 = 0,12; 
P (2 — 2 4- 4 = 6) = 0,8-0,8 = 0,48. 


Escribimos la distribución buscada, sumando previa- 
mente des de los sucesos mutuamente exchi- 
ventes 2 (0,52 10,42 0M): 

e F $ 
p 008 0,44 0,48. 
Verificación: 0,08 -+ 0,44 + 0,48 = 1. 

2. Supongamos que X e Y son magnitudes aleatorias con- 
tinuas. Se demostró que: si X e Y son independientes, la 
función diferencial g (2) de la suma Z = X + Y (a condi- 
ción de que la función diferencial por Jo menos de uno de 
los argumentos se encuentre en el intervalo (—00, 00) 
por nna fórmula) puedo hallarse por la igualdad 


sO- | Atala © 


o hien por la igualdad equivalente 


r= | 16—0kMdy, 


donde fı, fa son las funciones diferenciales de los argumentos. 
Si los valores posibles de los argumentos no son negati- 
vos, g (2) so hallan por la fórmula 


e= | AG) haea dz, 
è 
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o bien por la fórmula equivalente 


s=Í1 (a) h (u) dy. 


La función diferencial de la suma de magnitudes aleo- 
torias independientes se Nama composición. 

La ley de distribución de las probabilidades se Iama 
estable, si la composición de tales leyes es la misma ley 
(que se diferencia, en general, por los parámetros). La ley 
normal posee la propiedad de estabilidad: la composición 
ción normal (la 
esperanza matemática y la dispersión de esta composición 
iguales respectivamente a las sumas de las esperanzas 
icas y las dispersiones de los sumandos). Por ejem- 
plo, si X e Y son magnitudes aleatorias independientes 
distribuidas normalmente con esperanzas matemáticas 

. a, = 
0,5, la composición de estas magnitudes 
función diferencial de la suma Z = X + Y) 


Ejemplo 2. Las magnitudes aleatorias independientes 
X e Y están prefijadas por las funciones diferenciales: 


I=$  (0<=<o) 


O<y <o). 


Hallar la composición de estas leyes, es decir, la función 

diferencial de la magnitud aleatoria Z = X + Y. 
soLuciox. Ya que los valores posibles de los argu- 

mentos no son negativos, utilizamos la fórmula (***) 


nam iS (E! [Lear 
l 


siya Je Birar taei. 


Cabe hacer nolar que aquí z >0, ya que Z = 
y por los datos los valores posibles de X e Y no son n 
Recomendamos al lector cerciorarse de que 


froin 


En los siguientes párrafos so describon brevemente las 
distribuciones vinculadas con la normal, que se utilizaran 
al exponer lo estadística matemática. 


$ 13. Distribución y* 


Supongamos que X, (¿=4,2,. 
aloatorias independientes normak más, la esperanza 
matemática de cada una de ellas es igual a cero, y la desvia- 
ción cuadrática media, igual a la unidad. En tal caso, la 
suma de los cuadrados do estas magnitudes 


n) son magnitudes 


2=N Xi 
a 
está distribuida por la ley y (sji cuadrado») con k = n grados 
de libertad; si estas magnitudes están vinculadas por una 
correlación lineal, pur ejemplo Y X; = nX, el número de 
grados de libertad es k = n — 1. 
La función diferencial de esta distribución es 


0 para 20, 
(1) = PE 
Ka — EFE T 


Fa) 


donde rt] tle=tdi es la función gamma; en porti- 


> 


cular, Làn +1) =n 
Do aquí se aprecia que la distribución «ji cuadrado» se 
determina por un parámolro, o sea, el número de grados 
de libertad 

+ aumentar el número de grados de libertad, la distri- 
bución se aproxima lentamente a la normal. 
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$ 14. Distribución t de Student 

Supongamos que Z es una magnitud aleatoria normal; 
además, M (Z) = 0, o (Z) = 1, y V es una magnitud inde- 
pendiente de Z, distribuida por la ley y? con le grados de 
libertad. En tal caso, la magnitud 


1 7) 
Vi 


tiene una distribución llamada distribución £ o distribución 
t de Student (seudónimo del estadístico inglés V. Gosset) 
con k grados de libertad. 

De esta manera, la relación entre la magnitud normal 
normada y la raíz cuadrada de la magnitud aleatoria inde- 
pendiente, distribuida por la ley eji cuadrado» cou Æ grados 
de libertad, dividida por k, se distribuye según la ley de 
Student con k grados de libertad. 

Al crecer el número de grados de libertad la distribución 
1 de Student se aproxima rápidamente a la normal. Más 
adelante se dan conocimientos suplementarios sobre esta 
distribución (cap. XVI, $ 16). 


$ 15. Distribución F de Fisher — Snedecor 
Si U y Y son magnitudes aleatorias independientes 


distribuidas por la Jey y? con grados de libertad A, y 
respectivamente, la magnitud 
v 
T 
ME o 
y 


tiene wa distribución llamada distribución Z de Fischer- 
Snedecor con grados de libertad k, y A+ (a veces se la designa 
por 1). La función diferecial es 


0 
t= hi2 
al 


0 Pm, 
thg) © 


Ek 


rap at 


rta 


pamaz <0, 


donde o= 
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Podemos apreciar que la distribución X se determina 
por dos parámetros, o sea, los números de grados de liber- 
tad. Más adelante se dan conocimientos suplementarios 
sobre esta distribución (cap. XIX, $ 8). 


Problemas 


1. Hallar la esperanza matemática y la dispersión de la his: al 
les la X, conociendo su funci ife sial; = 
aleatoria X, conociendo su función diferencial; a) f (2) via 
para 4 < z <1, 4 (z) = 0 para los domás valores do x5 
M J= g mrae—1 <= <04 1, $ (2) = 0 pura los demás 
volores de z. 


tlespuesta 9) A(X) = 0, D(X)= È; b) M(X) = a, D (X) = È 
z y 


2. La magnitud aleatoria X está distcibuida normalmente. La 
esperanza matemática y la desviación cuadrática media de esta magni- 
ud son respectivamente iguales a 6 y 2. Hallar la probabilidad de que 
tomu resultado de lexporimento X toma un valor acotado en el inter- 
valo (f; 8). 

Hespucsta 0,6826. 


Una mi aeania está distribuida, normalmente. La 
ja cuadrática media de esta magnitud es igual a 0,4. Halla 
lidad de que la desviación de la magnitud aleatoria respecto 
peranza matemática será en valor absoluto menor de 0,3. 


Mespuesta 0,5408. 


4. Los errores uleatorios de medición obedecen a uwa loy normal 
eu nma desviación cuadrática media a = 1 min y la esperanza mate 
a Hall; probabilidad de que de dos observaciones ind 
pendientes el orror por lu menos de uno de elles no supera en valor ab- 
soluto da magnitud 1,28 tam. 


Hespuesta 0.06. 


Lor ejes, producidos por el automático, se consideran standards 
Mi hn desviación del diiuuetro del eje de las dimensiones proyectadas 
mayor de 2 mm Las desviaciones aleatorias del diámetro de los 
enau com una desviación cuadrática media 
m y espe tiea a = 0. ¿Qué porcentaje do ojos 
Sandards produce el aut 2 


Respuesta. Aproximadamente 79%. 
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6. La magnitud aleatoria discreta está dada por la ley de distri- 
bución 


TESE, Nr 4102 
» 02 04 0% P 04 02 07 


Hallar la ley de distribución de la magnitud aleatoria Y = A4, 


Respuesta a) Y 4 16 3O b) Y 4 16 
pP 02 04 07% P 03 07. 


X1 e a< ahi 
SS. 3 


Respuesta a) g (y) = f (y — 1) (— œ < y < æ); 


NAT 5 
b) eW = $I ($) e <y < 2a 
5. Las magnitudes aleatorias discretas independientes están pre- 
das por las siguientes leyes de distribución: 
Sres Eti 
p O 45 0, p %2 os 


Hallar las leyes de distribución de las funciones: a) 
b Z= XY. 


Respuesta a) Z 3 4 6 7 9 
P 006 010 0,25 0,40 0,16; 

yz r: Is any 

P 0.06 0,10 0,0% 0,24 0,40 0,10, 

9. Las magnitudes aleatorias indepen 


jes X e Y están dadas por 


las funciones diferenciales 
he)= OKI); 
E orcos 


r la composición de estas leyos, es decir, la función diferencial 
dela magnitud aleatoria Z = XA Y 
para 2.>0; 


160 


Capitulo Lrece 


DISTRIBUCION EXPONENCIAL 


$ 1. Definición de la distribución exponencial 


So Mama ezponencial la distribución de las probabili- 
¿es de una magnitud aleatoria continua X quo se describe 
función dif i 0 paraz<0, 
por la función diforencial 10 o po 
A constante positiva. 
ar que la distribución exponencial se 
por un parámotro A. Esta particularidad de la 
hución exponencial indica su ventaja -n comparación 
con las distribuciones dependientes de muchos parámetros. 
Generalmente, los parámetros no se conoc n y hay que 
r sus estimaciones (valores aproximado: y; poro, es más 
fácil estimar un parámetro que dos, o tres, otc 
1 liempo entre las apariciones de dos suci sos consecuti- 
vos de flujo elemental son de ejemplo de ina magnitud 
aleatoria continua distribuida por una le, exponencial 
(véuse $ 5). 
JHadamos la función integral de la distr bución expo- 
nencial (cap. XI, $ 3). 


Í 1) d= j ode ta jonas 


Fo) 


para r< ), 


o 
Doeste modo, F 3=( o 


lomos determinado la distribución exponen ial median- 
to la función diferencial; está claro que se puede determinar 
también utilizando la función integral. 

En la fig. 12 so muestran las gráficas de las funciones 
diforencial e integral de la distribución exponencial. 

'jemplo. Escribir las funciones diferencial e integral 
ale la distribución exponencial, si ol parámetro A += 8. 

sorucion. Evidentement 


fia) = Bett paro 2>0; f (2) = O para z < C 
F(a) =14 e, 
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Fig. 12, 


$ 2. Probabilidad de que una magnitud al 
de modo exponencial caiga en un intervalo dado 


Hallemos la probabilidad de que la magnitud aloatoua 
continua X distribuida por la ley exponencial que está 
prefijada por la función integral 

F= 


ñ 


caiga en el intervalo (a, b). 
Utilizamos la fórmula (cap. X, $ 2, corolario 1) 


P (a< X < b) = F (b) — F (0). 


Tomando en consideración que F(a) =4 —e-%, 
E (b) = 1 — e=, obtenemos 
P (a< X <b) =e — e- 1) 


Los valores de la función e~ se hallan por la tabla. 
Ejemplo. La magnitud aleatoria continua X está distri- 
buida según la ley exponencial, 


1 (z) = 2e para z >O; f (z) =0 para z <0. 


1 
Hallar la probabilidad de que como resultado del experi 
mento X cae en el intervalo (0,8; 4). 
soLucion. Por los datos A=2. Utilizamos la fór 
mula (*): 
P(03<X<1) 
= 0,54881 — 0,13534 ~ 0,41. 


ee ee 
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$ 3. Características numéricas de la distribución 
exponencial 


Supongamos que la magnitud aleatoria continua X 
está distribuida por la ley exponencial 


0O paraz<0, 
toef para z > 0. 
lollamos la esperanza matemática (cap. XII, $ 4): 


Mx) $1 (0) de af se Mae 
: y 
Integrando por partes, obtenemos 
M(Xj=4. () 
Do oslo modo, la esperanza matemática de la distribución 


exponencial es la magnitud inversa del parámetro h. 
Hallemos la dispersión (cap. XIL, $ 1): 


D(X) = | 2f (a) dz— 1M OPSA | edri. 
d > 


Integrando por partes, hallamos 


a 2 
A | aterda= 
v 
Por lo tanto, 
D X=. 
1ullomos la desviación cuadrática medi: 
extraemos la raiz cuadrada de la disporsión: 


ao. e) 


para lo cual 


Comparando (*) y (**, deducimos que 
U= Neh, 


os decir, la esperanza mal mática y la desviación cuadrática 
media de la distribución 'zponencial son iguales entre sí. 
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Ejemplo. La magnitud aleatoria continua está distribui- 
da por la ley exponencial 
f (2) = 5e para x>0; f(z) =0 para <0. 


Hallar la esperanza matemática, la desviación cuadrá- 
tica media y la dispersión de X. 
soLucioN. Por los datos À = 5. Por lo tanto, 


M(X)=0(X) =$ =3=0,2 
D(X) == fr = 0,04. 


Nota. 4. Supongamos quo en la práctica se estudia una magnitud 
aleatoria distribuida exponencialmente, desconociéndoso el parámetro 
7. Si la esperanza matemática fas n El caso 

e como Lal el pan 


medio muestral z (cap. XVI, $5). 
qn este caso, el valor aproximado, dol parámetro À so halla por la 
sgualdas j 


1 


S 


Xota 2. Supongamos que existemfundamentos para adwitir que 
una magnitud aleatoria estudiada en-la práctica tiene distribución 
exponencial. Para verificar esta hipótesis se halla la estumación de la 
esperanza matemática y la desviación cuadrática media, es decir, so 
hallan el promedio muestral y la desviación cuadrática media muestral 
(ap. AVI, $55, 9) Puesto que la esperanza matemática y la desviar 
ción cumlrática media de la distribución exponencial son iguales entre 
Si, sus estimaciones deben diferenciarse 
son próximas entre sí, los datos de ol 
tesis de la distribución exponencial della magnitud a estudiar; si los 
estimaciones so diferencian considerablemente, la hipótesis so rechaza. 


las estimaciones 


La distribución exponencial so utiliza profusamente en 
las aplicaciones, en particular, co la teoría do la fiabilidad, 
uno de cuyos conceptos fundamentales es Ja función do 
fiabilidad. 1 


s 
$ 4. Función de fiabilidad 


Denominemos elemento un dispositivo cualquiera, inde- 
pendientemente de que éste sea «simple», o «complejo» 
Supongamos que cl elemento comienza a trabajar en el 
instanto f = 0 y al final del tiempo do duración £ ocurre 
fallo. 
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Designemos por T una magnitud aleatoria continua, 
ir, la duración del tiempo del trabajo sin fallo del 
lo. Si el elemento trabajó sin fallo (hasta el fallo) 
un tiempo menor que £, tendremos, por lo tanto, que en el 
tiempo de duración £ se produjo el fallo. 
De este modo, la función integral 


P()=P(T<D 


determina la probabilidad de fallo en el tiempo t. Por lo 
tanto, la probabilidad dol trabajo sin fallo on eso tiempo, 
de duraci es decir, ln p ueso opuesto 
T > 4, es igual a 


RO=PT>D=1—-F(. (m 


So Mama función de fiabilidad R (4) la función que deter- 
mina la probabilidad del trabajo sin fallo del elemento en 
el tiompo £: 


R (ġ) = P (T >48). 


$ 5. Ley exponencial de la fiabilidad 


Gonoralmente la duración del tiempo del trabajo sin 
fallo del elemento tiene una distribución exponencial, cuya 
función integral es 

F()=1—ex 


Por lo tanto, gracias a la correlación (*) del párrafo ante- 
vior, lu función de fiabilidad, en el caso de la distrbución 
exponencial del tiempo del trabajo sin fallo del elemento, 
tiene la forma 

RO=1=F()=1- (10M) = eàt, 


llama ley exponencial de la fiabilidad la función de 
idad, determinada por la igualdad 


RD e, () 

donde A os la intensidad de fallos. 
Como se di de la dofinición de función do fiabilidad 
($ 4), esta fórmula perr.ite hallar la probabilidad del tra- 
bajo sin fallo del cleme ato en un intorvalo de tiempo de 
dnración £, si el tiempo del trabajo sin fallo tiene distribu- 


fin! 
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Ejemplo. El tiempo del trabajo sin fallo do un elemento 
está distribuido por wna loy exponencial f (1) = 0,022-0.02% 
para £ >0 (t, tiempo en horas). Hallar la probabilidad de 
que el elemento trabaje sin fallo 100 horas. 

soLucioN. Por los datos, la constante de la intensi- 
dad de fallos 2 = 0.02. Utilizamos Ja fórmula (+): 


R (100) = e-0,02:100 = 6-2 m 0,13534. 
La probabilidad buscada do que cl clemento trabajo 
sin fallo 400 horas, es aproximadamente ignal a 0,14. 


Nota; Si los fallos de los elementos en instantes fortuitos forman 
un flujo elemental, la probabilidad de que en el Liempo £ no se produz- 
ca ningún fallo (cap. VI, § 6) es 

Pi (0) = e, 
lo que concuerda con la igualdad (°), puesto que 2 en ambas fórmulas 
tiene el mismo sentido (constante de la intensidad de fallos). 


$ 6. Propiedad característica de la tey exponencial 
de la fiabilidad j 


La ley exponencial de la fiabilidad es muy simple y con- 
veniente para resolver problentas que surgen en la práctica. 
Muchas fórmulas de la teoría de la fiabilidad se simplifican 
considerablemente. Fsto se debe a que la Jey posee la si- 
guiente propiedad importante: la probabilidad del trabajo 
sin fallo de un elemento en el intervalo de tiempo, de duración 1. 
no depende del tiempo de trabpjo precedente hasta el origen 
del intervalo a considerar sino depende solamente de la dura- 
ción del tiempo t (para una intensidad de fallos A dada). 

Para demostrar la propiedad introducimos las donomi- 

1cesos: 
sin fallo del elemento en el intervalo (0, ta) 
ación fo; 
B ce sin falo en el intervalo (fs, tọ + 1) de dura- 
ción t. 

En tal caso, AB es ol trabajo sin fallo on el intervalo 
(0, to + 1) de duración fo -+ de 

Hallamos las probabilidades de estos sucesos por la 
fórmula (*) (8 5); ji 


P(A)= e-s, P(B)= e, 
PUAB) = e-»t0+) ma c7Mo. ga, 


166 


Hallamos la probabilidad condicional de que el elemen- 
to trabajará sin fallo en el intervalo (te, to + 1) a condición 
de que ya haya trabajado sin fallo en el intervalo precedente 
(0, to) (cap. III, $ 5, nota 2): 


Vomos que la fórmula obtenida no contiene £, y contiene 
sólo t. Esto significa, precisamente, que el tiempo de trabajo 
en cl intervalo anterior no so manifiesta on la magnitud de 
la probabilidad del trabajo sin fallo en el intervalo siguiente, 
y depende sólo do la longitud del intervalo siguiento, N 
so quería demostrar. 

El resultado obtenido se puede formular de un modo 
distinto. Comparando las probabilidades P (B) == e^ y 
Pa (B) = 07M, so deduce quo: la probabilidad condicional 
del trabajo sin fallo de un elemento on el intervalo de dura- 
ción £, calculada suponiendo que el elemento trabajó sin 
fallo en el intervalo precedento, es igual a la probabilidad 
absoluta. 

Do este modo, en cl caso de la ley exponencial de la 
fiabilidad, el trabajo sin fallo de un olemento sen el pasado» 
no so manifiesta en la magnitud de la probabilidad de su 
trabajo sin fallo «en un futuro próximo». 


So puede demostrar que solamente Ja distribución expone 
cial Livne la propiedad examinada. Por eso, si en la prácti 

aleatoria a estudiar poseo esta pro; ella está distribuida se- 

Jey esponencial. Por ejemplo. al admitir que los meteoritos 

¡formemente en el espacio y en el tiempo, la pro~ 

habilidad do impacto de un meteorito en una nave espacial no depende 

la nave hayan hecho impacto o no meteoritos hasta el comien- 

torvalo de tiempo examinado. Por lo tanto, los instantes 

de impacto do las meteoritos en la nave espacial estón dí 

tribuidos por una ley exponencial. 


Problemas 


1. Escribir las funciones diferet sial o integral de la distribución 
exponencial, si el parámetro A == 5. 


Respuesta f (2) = Sest para >0 


169)=0 para <O; 
F(a) = 1 est 


107. 


istribuida por una 
0 para z <0. Hal 
perimento, X cae en el 


Se-5x para z >0, 
A coro venido del bs 


1 
Respuesta P (0,4 < X < 1) = 0,13. 
3. La magnitud aleatoria continua X está distribuida por una ley 


exponencial / (z) = 4e"** (z > 0). Hallar la esperanza matemática, 
la desviación cuadrática medía y la dispersión de X- 


Respuesta M (X) = o (X) = 0,25; 
D (X) = 0,0625. 
4. El tiempo del trabajo sin fallo de ua alemento está distribuido 
por la ley exponencial / (1) = 0.01-e® (1 > 0), donde ex ol 
Tiempo en horas. Hallar la probabilidad de que el elemento trabaje 
sin fallo 100 horas. 
Respuesta R (100) = 0,37. 


Capítulo catorce 


SISTEMA DE DOS MAGNITUDES ALEATORIAS 


$ 1. Noción de sistema de varias magnitudes aleatorias 


Hasta ahora consideramos las magnitudes aleatorias, 
s valores posibles se determinaron por un número. 
Estas magnitudes se llaman wnidimensionales. Por ejemplo 
el número de puntos, que puede caer al tirar un dado, es 
una magnitud unidimensional discreta; la distancia desde 
an cañón hasta el lugar de impacto del proyectil es una mag- 
nitud aleatoria unidimensional continua. 

Además de las magnitudes aleatorias vnidimensionales, 
so estudian las magnitudes, cuyos valores posibles se deter- 
minan por dos, tres, . . ., n números. Estas magnitudes so 
Jaman respectivamente bidimensionales, tridimensionales, 
- « «1 -dimensionales, 

Designaremos por (X, Y) la magnitud aleatoria bidimen- 
sional. Cada una de las magnitudes X e Y se llama compo: 
nente; ambas magnitudes X e Y, consideradas simultánea- 
mente, forman un sistema de dos magnitudes aleatoris 
Anólogamento, la magnitud n-dimensional se puedo consi- 
derar como un sistema de n magnitudes aleatorias. Por 
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ejemplo, la magnitud tridimensional (X, Y, Z) determina 
un sistema de tres magnitudes aleatorias X, Y y Z. 

Ejemplo. Una má ica estampa planchas 
de acero. Si las jones a controlar son la longitud 
X y In anchura Y, tendremos una magnitud aleatoria bidi- 
mensional (X, Y); si se controla también la altura Z, tendre- 
na magnitu imensional (X, Y, Z). 

Geométricamente, una magnitud aleatoria bidimensional 
(X, Y) se puedo interpretar como un punto fortuito M (X, Y) 
enel plano (es decir, como wn punto de coordenadas fortui- 
tas), o bien como un vector OM. La magnitud aleatoria 
tridimensional puedo interpretarse geométricamente como 
un punto AY (X, Y, 2) on el espacio tridimensional, o como 
im vector GAL. 

Conviene distinguir las magnitudes aleatorias polidimen- 
sionales discretas (las componentes de estas magnitudes son 
discretas) y las contimnas (las componentes de estas magni- 
tudes son continuas). 


$ 2. Ley de distribución de las probabilidades 
de una magnitud aleatoria bidimensional discreta 


Se lama ley de distribución de una magnitud aleatoria 
bidimensional discreta la enumeración de los valores posi- 
del par de números (z;, 


ED] 


bles de esta magnitud (es deci 
y de sus probabilidades p (Z, 
-4,2,..., m). De ordinario, 
da en forma de una Labla con doble entrada (tabla 2). 
La primera línea de la tabla contiene todos los valores 
posibles de la componente X y la primera columna, todos 
Jos valores posibles «lo la componente Y. En la casilla situa- 
da en la intersección do la «colurma zya y la elinoa yo, so 
indica Ja probabilidad p (zs, v;) de que la magnitud aleato- 
bidimensional toma el valor (zy, y). 
Puesto que los sucesos (X = 7i, Y = y), (= 1, 2,» > 
sam j= h2, m) forman grupo completo 
(cap. TI, $ 2), la suma de las probabi alojadas on 
todas las casillas de la tabla, es igual a la unidad. 
Conociendo ln ley de distribución de una magnitud 
aleatoria bidimensional discreta so pueden hallar las leyes 
de distribución de cada una de las componentes. En efecto, 
por cjemplo, los sucesos (X = 
Y = 3), = Ym) son mutuamente excluyen- 


Tobla 2 


n | ptes v) | ptes a] psi m) pisas Y) 


Pisa vi) AT E LT 


Im | plz de T] 


n jets 


Plzi Ym)| -+ | PlEn Ym) 


tes, por eso la probabilidad P (z,) de que X tomo el valor 
%,, por el teorema de la adición, es: 


P (21) =P (0) + P (Er Ya) +- - - + P (Tr Ym). 


Por consiguiente, la probabilidad de que X tomo ol 
valor x,, es igual a la suma de las probabilidades do la 4co- 
lumna 2,9. En ol casó general, para hallar la probabilidad 
P (X = zi) hay que sumar las probabilidades de la colum- 
na z,. Análogamente, sumando las probabilidades de la 
slínea y», obtenemos la probabilidad P (Y = y). 

Ejemplo. Hallar las leyes de distribución de las compo- 
mentes de una magnitud aleatoria bidimensional, prolijada 
por la ley de distribución (tabla 3). 


Tabla 3 
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souucioN. Sumando las probabilidades por colum- 
obtenemos las probabilidades de los valores posibles de 
» (z) = 0,16; p (z,) = 0,48; p (xs) = 0,36. Escribimos 
la loy de distribución de la componente X: 


X A n ë ù 
p 046 0,48 0,36 


Vorificación: 0,46 + 0,48 4 0,36 = 1. 

Sumando las probabilidades por líneas, obtenemos las 
probabilidades do los valores posibles de Y: p (yy) = 0,60; 
p (va) = 0,40. Escribimos la ley de distribución de la com- 
ponente Y: 


Y n Y 
p 0,60 0,40. 


Verificación: 0.60 + 0,40 


Examinemos wna magnitud aleatoria bidimensional 
(X, Y) (indistintamente discreta o continua). Supongamos 
que r, y os un par de números reales. La probabilidad del 
suceso consistente en que X tome un valor menor que z, 
y al mismo tiempo Y tome un valor menor que y, Jo designa- 

oe F (x, n). Sir e y varían, on general, variará tam- 
bién 4 (2, 1), es decir, F (z, y) es una función de z € y. 

So llama función integral de distribución de una magnitud 
aleatorio bidimensional (X, Y) Ja función F (z, y) que 
determina para cada par de númoros z, y la probabilidad 
de que X tome nn valor menor que z y, en esto caso, Y tome 
wn valor menor que n 

F(x. 1) =P(X<z, Y <y). 

Genmétricamento, esta iguadad se puede interpretar así: 
P(r, y) es la probabilidad de que el punto fortuito 
(X, Y) caiga en un ewadranto infinito do vértice (z, y), 
lo a la izquierda y debajo de esto vértice (fig. 13). 
mplo. Hallar la probabilidad de que debido al expe- 
rimento aponente X de mua magnitud aleatoria bidi- 
mensional (X, Y), tome un valor X < 2 y en este caso la 


m 


componente Y tome un valor Y< 3, si se conoce la 
función integral del sistema 


AE 
Fr y=( argit) (harctg444 


Pig. 13. 


sorucion. Por definición de la función integral de 
una magnitud aleatoría bidimensional 
F(x,y) = P(X <z, Y<y). 


2, y=3, obtenemos la probabilidad bus- 


Poniendo z 
cada 


P(X<2, Y <3) =F(2, 32 (acg itg) Y 


$ 4. Propiedades do la función integral de una magnitud 
aleatoria bidimensional 


Propiedad 1. Los valores de la función integral satisfacen 
la doble desigualdad 


0< Fey <t. 


DEMOSTRACION. La propiedad resulta de la defini- 
ción de función integral como wia probabilidad: la proba- 
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bilidad siempre os un número no negativo, no mayor que la 
unidad. 

Propiedad 2. F (zx, y) es una función no decreciente por 
cada argumento, 0 sea, 


F (zn y) >F Ey si > 
P (zy) SF (n) si Y>Y 


brnosmmacios Vamos a demostrar que F(z, y) 
os una función no decreciente por el argumento z. El suceso, 
consistente en que la componente X Lomo un valor menor 
que 7, y al mismo tiempo la componente Y < y, so puede 
dividir en dos sucesos muluamento excluyentes: 

1) X toma un valor menor que x, y, en ese caso, Y < y 
con probabilidad P(X<z, Y < y); 

29 X toma un valor que satisface la desigualdad 2, < 
SX <z, y con eso Y<y con probabilidad P (2, < 
EX< ty Y < y). 

Según el teorema do 


P(X<HY<y=P(<A Y<y+ 
+P (1 <X<wzwp Y<y). 


adición Lenemos 


De donde 


P(X < La Y<y) PMA YEAR 
=P (aX <ta Y <yh 
o bion 
F (z3, y) — F (an Y) = P (a SX <an Y <y) 


Puesto quo toda probabilidad es un número no negativo, 
entonces 
F (zu y) — F (z3 3) > 0, 


Fla y) > F (u Y 


lo que se quería demostrar. 
La propiedad se haco cvidonto, si se intorprota geométrica- 
mente la función integral como la probabilidad de que un 
punto alcatorio caiga en wn cuadrante infinito de vértice 
(z, y) (lg. 13). Al crecer z ol límite do derecha de esto ci 
dronte so mueve hacia la derecha; en este caso, la probabili 
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o bion 


dad de que el punto aleatorio caiga en el enuevos cuadranto, 
evidentemente, no puede disminuir. 

Análogamente se demuestra que X (z, y) es una función 
no decreciente por el argumento y. 

Propiedad 3. Se producen las correlaciones limites 

1) fo y=0 

2) F (z, 00) = 

3) F (—oo, —o0) 

4) F (co, 00) = 1. 

DEMOSTRACION. 1) F (—oo, y) es la probabilidad del 
suceso X < —oœ o Y< y; pero tal suceso es imposible 
(puesto que el suceso X < —oo es imposible), por lo Lanto, 
la probabilidad de este suceso es igual « coro. 

La propiedad se hace evidento, si se recurre a la inter- 
pretación goomélrica: cuando 2» —oo el límite idodorecha 
del cuadrante infinito (fig. 13) so desplaza ¡limitadamente 
hacia la izquierda y, en este caso, la probabilidad do que ol 
punto aleatorio caiga en el cuadrante tiendo a cero. 

2) El sucoso Y < —o es imposible, por eso £(z, 
3) El suceso X< —o e Y< —oo es imposible, por 
eso F (—o0, —o0) =0, 

4) El suceso X < 00 e Y < oo es cierto, por lo tanto, 
la probabilidad de este suceso es F (00, 00) = 1. 

La propiedad sc haco evidente, si se tiene en cuenta que, 
para z — 00 e y => co el cuadrante infinito (fig. 13) se con- 
vierte en todo el plano XOY y, por lo tanto, la caída del 
punto aleatorio (X, Y) en este plano, como resultado del 
experimento, es un suceso cierto. 

Propiedad 4. a) Cuando y = oœ la función integral del 
sistema deviene una función integral de la componente X: 


F (z, 00) = F, (2). 
b) Cuando z = co la función integral del sistema deviene 
una función integral de la componente Y: 
Plo, y) = F, (Y). 


DEMOSTRACION. a) Dado que el suceso Y<o0 os 
cierto, tendremos que F (z, 09) define lu probubilidad del 
suceso X < z, es decir, es la función integral de Ja compo- 
nente X 

b) Se demuestra de manera análoga. 
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0) 


caiga 


na 


Utilizando la función integral del sistema de magnitudes 
aleatorias X e Y, se halla fá wobabilidad de que 
como resultado del experimento el punto aleatorio caiga 
en la semizona x, < X < z, e Y < y (fig. 14, a), o cn la 
semizóona X <z e yy < Y < ya (fig. 44, b). 


Fig. 44. 


Jestando de la probabilidad de que el punto 
caiga en el cuadrante de vértice (z+, y) la probabi 
que el punto caiga en cuadrante de vértice (z,, y) (fig. 14, a) 
obtenemos 


PiX < ap Y<y) = F (za, y) — P (2, DÍ 
Análogamente tenemos 
PX<, nY < y) = F (r, y) — F (2, yo. 


Por consiguiente, la probabilidad de que cl punto alea- 
torio caiga en una semizona igual al incremento de la fun- 
ción integral seg la uno de Jos 


$ 6, Probabilidad de que un punto aleatorio caiga 
en un rectángulo 


memos el rectá 


gulo ABCD con los lados paralelos 
las (fig. 15). Supongamos que las 
«los son: 
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Hallemos la probabilidad de que el punto aleatorio 
(X, Y) caiga en este rectángulo. La probabilidad buscada 
se puede hallar, por ejemplo, así: de la pcobubilidad de 
que el punto aleatorio caiga en la semizona AB de rayado 


Fig. 45. 
vertical (esta probabilidad es igual a P (z+, ya 
se resta la probabilidad de que el punto caiga 
CD de rayado horizontal (esta probabilidad es 
F {z} 1) — FE Ya): 
P (a< X <tn YN<Y<y) => 
IF (zp y) — F (z, y) — 
= [F (žy y) — P (n Dh (A 
Ejemplo. Hallar la probabilidad de que el punto alea- 
torio (X, Y) caiga en el rectángulo, limitado por las rectas 
7 $ a si se conoce la función 


z=% 


T 
integral 


IS 
pisq! 


F (z, y) = son z- sen y (0< 


Ñ 


sorucion. Poniendo z, =È 


= + en la fórmula (*), obte 


Eh ira 


-EHE 


176 


EEE Fo Fon 5] 
[sason psen sen] 
EE 

VAL 0.08. 


$ 7. Función diferencial de una magnitud aleatoria 
bidimensional continua 


(densidad de probabilidad bidimensional) 


lomos fijado una magnitud aleatoria bidimensional 
diante una función integral. La magnitud aleatoria bidi- 

jona) continua también so puedo fijar utilizando la 
n diforoncial de distribución. Aquí y en adelante 
vamos a suponer que la función integral es continua en 


todas partes y tiene en todas partes (con excepción, puede 
ser, de un número finito de curvas) una deri parcial 
mixta continua de segundo orden. 

So lama función diferencial de distribución 1 (z, y) de la 
magnitud aleatoria bidimensional continua (A 
derivada parcial mixta segunda de la función nal: 


Hey EE. 


Esta función se puede interpretar geométricamente como 
wma suporficie que se denomina superficie de distribución. 
Ejemplo. Mallar la función diferencial / (z, y) del siste- 
ma do maguitudos aleatorias (X, Y) según la función inte- 
gral conocida 
F(x, y) =5en seson y (0<z GF, 0<y<+). 
soLuciox. Por definición de la función diferencial 
de un sistema de magnitudes aleatorias 


HD 
Hallamos la derivada parcial porz de la función integral 


7 =c0sz+s ny. 


120360 


Del resultado obtenido hallamos la dorivad: 
respecto de y, debido a lo cual oblenemos la función dife- 
rencial buscada 


He p= ¿Ey mesz cosy (0<1< $, 0<1 E 
$ 8. Hallazgo de la función integral de distribución 
por la función diferencial conocida 


Conociendo la función diferencial f (z, y) se puedo hallar 
la función integral F (z, y) por la fórmula 
rm= | | sto azan 
lo que resulta directamente de la definición de función 
diferencial. 


Ejemplo. Hallar la función integral de distribución 
de wna magnitud aleatoria bidimensional por la función 
1 


diferencial dada f(z, Y == 3235375 - 


soLucion. Utilizamos la fórmula 
z: 
F(z) = f | 1t, aras. 
Poniendo aquí f(x, y) rata > oltonomos 
rene (a jra 
x 

a | apr (miet) 0 

=(Laroiga+ 4) fa 

(Gaeta) | > 


= (harag243) (Harte y+). 
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$ 9. Sentido probabilístico de la función diferencial 
de una magnitud aleatoria bidimensional 


La probabilidad de que el punto aleatorio (X, Y) caiga 
en el rectángulo ABCD (fig. 16) es igual a ($ 6) 


PRESI Y<Y<y)= 
= [F (za y) — F (2, ya) — 
= IF (zy y) — F (zu y). 


a abroviar designamos el primer miembro do la igual- 
dad por anco y aplicando al segundo miembro el teorema 


Fig. 46. 
do Lagrange, obtenemos 
Panco=Fzy (E, m)-Az-Ay, 
donde 
AKEL, År = z, — tn 
NEIL Yn AY = Ya — Yu 
De donde 
», 


Fak. rr o 
o bion 
1G, Za. () 


Tomando en consideración que el producto Az-ôy es igual 
a la smporficio del rectángulo ABCD, deducimos que: 
$ (E, n) es la relación de la probabilidad de que el punto 
aleatorio caiga en el rectángulo ABCD a la superficie de este 
rectóngulo. 
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Pasamos ahora on la igualdad (**) al to para 
Az-r0 y Ay-0. En tal caso, E>2, n— y y, por lo 
tanto, / (E, n) f (Œ, y). t 

De este modo, la función f (z, y) se puede considerar como 
límite de la relación de la probabilidad de que el punto 
torio caiga en el rectángulo (do lados Az y Ay) a la super- 
ie de este rectángulo, cuando ambos lados del rectángulo 
tienden a cero. 


$ 10, Probabilidad de que un punto aleatorio caiga 
en una región arbitraria 
Escribamos la corrolación (**) del $ 9 así: 
1, 1):4z-dy = Panco 
Do donde so deduce: ol producto / (E, 1)-Az-Ay es Ja pro- 
habilidad de que un punto aleatorio caiga en el rectángulo 


de lados Az y Ay. 

Supongamos que en plano XOY se ha dado una región 
arbitraria D. Designemos el suceso consistente en la inci- 
dencia del punto aleatorio en esta región por: (X. Y) = D. 


Pig. 47. 


Dedcompongamos la región D en n regiones elements 
por rectas paralelas al eje OY que so encuentran a la dis! 
cia Ax una de otra y rectas parolales al ejo OX distanciados 
entre sí en Ay (fig. 17) (para simpleza se supono que estos 
rectas interscctan el contorno de la región no más que 
dos puntos). 

Puesto quo los sucesos consistentes en la inciden 
punto aleatorio en regiones elementales, son imutiamente 
excluyentes, la probabilidad do incidencia on la región D 
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es aproximadamente (jla suma de las regiones elementales 
os aproximadamento igual a la región DI) igual a la suma 
de las probabilidades de que el punto caiga en las regiones 
elementales: 


PAX, Y) Dæ È 1 m+be:by. 
Pasando al límite pera’ Az->0 y Áy=>-0, obtenemos 
P(X. Y) D)= f f f(z, y) dzdy. 19) 
Así pues, para calcular la probobilidad de que ol punto 


aleatorio (X, Y) caiga en la región D, es suficiente hallar 
la integral doble do la función diforencial en el campo D. 


HCIO: VEO) 


Fig. 18. 


Geométricamente la igualdad (*) se puede interpretar 
así: la probabilidad de que el punto aleatorio (X, Y) caiga 
en la región D es igual al volumen del cuerpo, limitado en 
la parto superior por la superficie Z = f (z, y), siendo su 
baso la proyección de esta superfície sobre el plano XOY. 

Nota, La expresión subintegral f (x, la Mama elemento de 
prota: Cama we Pelee ET Acce el elemento de probaPili. 
ermina la probabilidad de que un punto aleatorio caiga en un 
mbo elemental de lados dz y dy. 

Ejemplo. So ha dado la función diforencial de una mag- 
mitad alontoria bidimensional 


r, i 
ETS 


Hallar la probabilidad de que un punto aleatorio caige en 
I 48) de vértices K (1; 1), 2 (V8: 19), 
M (1; 0) y N (V3: 0). 
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soLuctoN. La probabilidad buscada es 


AOS | apr w= 
4 vi 
5 [+7 | apresa 


xo | | 


A 
arte 5 CENA 


$ 11. Propiedades de la opción diferencial 
de una maguitud aleatoria? bidimensional 


Propiedad 1. La función diferencial no es negativo 
16, D>. 


pemosmmacios.. La plobabilidod de que un punto 
aleatorio caiga en un rectángulo de lados Az y Ay es un 
número no negativo; el áréa de esto rectángulo es un número 
positivo. Por lo tonto, la relación de estos dos números, y, 
en consecuencia, también sus límites (para Az —» 0 y Ay > 
— 0) que es igual a f (z, y) ($ 9), cs un número no nogalivo, 
es decir 


te u) >. 


Cabe hacer notar que la propiedad se deduco directamente 
del hecho de que F (z, y) es una función no decreciente de 
sus argumentos ($ 4). 

Propiedad 2. La integral impropia doble de límites 
infinitos de una función diferencial es igual a la unidad: 


í í Fx, y)dxdy=t. 


DEMOSTRACION. Los límites infinitos de integración 
indican que el campo de integración es Lodo el plano 20y; 


182 


puesto que el suceso consistente en que un punto aleatorio 
Caiga durante el experimento en el plano 10y es cierto, la 
probabilidad de esto suceso (que precisamonto se determina 
por la integral impropia doble de la función diferencial) 
es igual a la unidad, es decir, 


I 


$ 12. Hallazgo de las funciones diferenciales 
dle las componentes de una magnitud aleatoria bidimensional 


| He wdzdy=t 


Supongamos que se conoce la función diferencial de 
un sistema do dos magnitudes aleatorias. Tratemos de 
hallar Ins funciones diferenciales de cada una do las com- 
ponentes. 

'Al principio hallamos la función diferencial f, (z) de la 
componente X. Designemos por F, (z) la función integral 
de la componente X. Por defini de la función diferencial 
do una magnitud aleatoria unidimensional 


1) EL. 


+ 
Teniendo en cuenta las correlaciones 
F= | | tte dedy 68) 
Fi (2) =F (z, 00) (8 4, 
hallamos 


NS f f $ (2, y dz dy. 
Diferonciando ambos miembros de esta igualdad rospecto 
de z, obtenemos 


S= f 1 dy 


o bien 


1)=) 1604. 
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Análogamente se halla la función diferencial de la 
componente Y: 


n=) 16 az sd 


De este modo, la función diferencial de una de las compo- 
nentes es igual a la integral impropia de limites infinitos de la 
función diferencial del sistema; además, la variable de inte- 
gración corresponde a la otra componente. 

Ejemplo. La magnitud aleatoria bidimensional (X, Y) 
está prefijada por la función diferencial 


E mm EHA 
tis y= 2, y 
[0 para tii 
Hallar las funciones diferenciales de las componentes X e Y- 


sorucion. Hallamos la función diferencial de la 
componente X por la fórmula (*) 


V 
azé f dy= Xx 
VE 


n= 


Por consiguiente, 
i (AVE mn [x1<A, 
o para jz}>3. 
a (**), hallamos la 


he)= t 


Análogamente, u! 
función diferencial de la componente 


2 
109 V ES 


para |y1>2 
Recomendamos al lector, para control, cerciorarse per- 
sonalmente de que las funciones halladas satisfacen las 
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correlaciones 


f trde=a y | hoda. 


$ 13. Leyes condicionales de distribución de” las componentes 
do un sistema de magnitudes aleatorias discretas 


si Jos sucesos A y B son dependion- 
idad condicional del suceso B se diferencia 
do su probabilidad absoluta. En esto caso (cap. HI, $ 5, 
nota 2) 
ITZA m0 
Pa. g] 
para las magnitudes aleatorias so produco 
una situación análoga. Para caractorizar la dependencia 
entro las componentes do una magnitud aleatoria bidimen- 
sional, introducimas el concepto de distribución condicional. 
Consideremos la magnitud aleatoria bidimensional dis 
crota (X, Y). Supongamos que los valores posibles de las 
componentes sean 


Fis Tooo Zai Yi Vas Yme 


Admitamos que como resultado de la prueba la magnitud 
Y ha tomado el valor Y = y,; en ese caso, X toma uno de 
sus valores posibles z, o za, .- ., o bien z,. Designemos la 
probabilidad condicional do que X toma, por ejemplo, 
el valor z, a condición do quo Y = y, por p (2, | y). En 
general, esta probabilidad no será igual a la probabilidad 
absoluta p (2). 

Lu el caso general, las probabilidades condicionates de 
las componentes las designaremos así: 


Pl ly) E= 1,2, ¡1,2 


So Mama distribución" condicional de la componente X 
para Y = y, ol conjunto de' probabilidades condicionales 


P (zily), Pl iy), > «Pp (Ea ly), 


calentadas suponiendo que el suceso Y = y, (j tiono ol 
mismo valor para todos los valores de X) ya ocurri 


a m). 
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Análogamente se determina la distribución condicional 
de la componente Y. 

Conociendo la ley de distribución de una magnitud 
aleatoria bidimensional discreta, se pueden mediante la 
fórmula (*) calcular las leyes convencionales de distribu- 
ción de las componentes. Por ejemplo, la ley condicional 
de distribucion de X, suponiendo que el suceso Y = y, ya 
ocurrió, puede ser hallada por la fórmula 


paleti, 


(i=1,2,-..1) 


En el caso general, las leyes condicionales de distribn- 
ción de la componente X se determinan por Ja correlación 


) 


Pizo yi) ( 


rr 


De manera análoga se hallan las leyes condicionales de 
distribución de la componente Y: 


pla) A. e9 


Nota, La suma de las probabilidades de una distribución condi- 
cional es igual a la unidad. En efecto, puesto que para y; fijado tenc- 


mos ($2) $; p (zw y) = p (4), entonces 
& 


4 e 
Drein- A 


lat 


Análogamento se domuestra que, para z; lijado, 


=t 
2 P wyla 


Esta propiedad do las distribuciones condicionales se utiliza para 
veritiear los cálculos. 
Una magnitud aleatoria bidimensional dis- 


Ejempli 
por la tabla 4. 


creta se prel 
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Hallar la ler 
nente X a condi 
Ye 


condicional de distribución de la compo- 
n de que la componente Y tome el valor 


Tabla 4 


sotucion, La loy buscada se determina por el conjun= 
lo de probabilidades condicionales siguientes: 


P (ln), P (rl yd, p Eln). 


Utilizando la fórmula (*) y tomando en consideración 
que p (m) = 0,60 (pág. 174), tenemos: 
E 


E 


do las probabilidades condicionales halladas, nos 
os de que la suma obtenida es igual a la unidad, 
como debe ser (de acuerdo con la nota de la pág. 186): 


pra 


$ 14. Leyes condicionales de distribución de las componentes 
de un sistema de magnitudes aleatorias continuas 


Supongamos quo (X, Y) es una magnitud aleatoria bidi- 
mensional contínua. Se llama función diferencial condicional 
ip (x| y) de la componente X, para un valor dado de Y = y, 
la relación entre la función diferencial / (z, y) de un sistema 
y la función diforencial fs (y) de la componente Y: 

ft 9 e) 
ea ey 
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Cabe señalar que la función condicional q {z] y) so dis- 
tingue de la función diferencial absoluta f,(=) en que 
q (z| y) da una distribución de X a mdición de que la 
componente Y ha tomado un valor Y = y. La función f, (2) 
da una distribución de X independientemente de cuáles 
de los valores posibles ha tomado la componente Y. 
Análogamente se determina la función diferencial condi- 
cional de la componente Y para un valor dado do X = z: 


vaa LR. e 
Si so conoco la función diferencial / (z, y) de un sistema, 
las funciones diferenciales condicionales do las componen 
tes pueden ser halladas on virtud de (*) y (**) (págs. 183 
484), por las fórmulas: 
velin- E, t3 
$ Hz dz 


En. grua) 


vulo)=—= 
$ 160 


Escribimos las fórmulas (*) y (**) en la formay 


H y Me Ela) 
I= a) = h (a) l a). 


De donde se deduce que: multiplicando la ley de distribu- 
ción de una de las componentes por la ley condicional de 
distribución de la otra componente, hallamos la ley de 
distribución del sistema de magnitudes aleatorias 

Como toda función diferencial, las funciones diferencia- 
Jes condicionales poseen las siguientes propiedades: 


veln>o f eind=t 


vula>o, | yuladi. 


Ejemplo. La magnitud aleatoria bidimensional (X, Y) 
está profijada por la función diferencial 


+ para Ppr, 
0 pa p> 


Hallar las leyes diferenciales condicionales de distribu- 
ción do las probabilidades do las componentes. 

SOLUCION. Jallamos la función diferencial condicio- 
mal do la componente X por la fórmula (+**): 


Ha, n-=( 


A: E 


fiene [a 


para [a< V FZ. 
Dado que f (z, y) = O cuando 3? + y* >1*, tendremos que 
e (01 y) =0 para 
l21>Y?= 


fórmula (****), análogamente hallamos 
ional de la componente Y: 


lizando L 
ción diferencial condi 


para |yi< V: 


para ly1>Y7 


atemática condicional 


_ condicional de las probabilidades es 
portante de la esperanza mutomática 


condicional, 

Se llama esperanza matemótica condicional de una mar 
niuni aleatoria disceota Y para X =z (2 es un valor posible 
determinado de X) el producto de los valores posibles de Y 
por sus probabilidades condicionales: 


MU IX==3)= 2 wp (ulz). y) 
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Vara las magnitudes continuas 
M(YIX=2)= | y-vtvindy, 


donde y (yl z) es la función diferencial condicional de lo 
magnitud aleatoria Y cuando X = z. 

Análogamente se determina la esperanza matemática 
condiciona) do la magnitud X. 

Ejemplo. Una magnitud aleatoria bidimensional dis- 
creta está dada por Ja tabla 5. 


Tabla 5 


Hallar la esperanza matemática condicional de la com- 
ponente Y si X = 7 =1. 

soLucios. Hallamos p(z), para ello sumamos las 
probabilidades de ln primera columna de la tabla 5. 


p (7) = 0,15 + 0,30 = 0,45. 
Hallamos la distribución condicional de las probabilidades 
de la magnitud Y para X = z, = 1 ($ 13): 


pizu v) 045 


pinl) = p 


i 
=+; 
Pd o a =g + 


Hallamos la esperanza matemática condicional buscada por 
la fórmula (*) 


2 
MY |X=2)= J yr (ui iz)= 
jei 


sypxinlz)+wpnla=3 54005. 
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$ 16, Magnitudes aleatorias dependientes e independientes 


Dos magnitudes aleatorias las hemos denominado inde- 
pendientes cuando la ley de distribución de una de ellas no 
depende de los valores posibles que tome la otra magnitud, 
De esta definición se deduce que las distribuciones condi- 
cionales de los magnitudes independientes son iguales a sus 
distribuciones absolut 

Deducimos Jas condiciones necesarias y suficientes de 
independencia de jas magnitudes aleatorias. 

Teorema. Para que las magnitudes aleatorias X e Y sean 
independientes, es necesario y suficiente que la función inte- 
gral del sistema (X, Y) sea igual al producto de las funciones 
integrales de las componentes: 

OS 
pemostuaciox a) Necesidad. Supongamos que X o 
son independientes. En ese caso los sucesos X <z e 
Y < y son independientes, por Jo tanto, la probabilidad de 
smawltancidad de estos sucesos es igual al producto de sus 
probabilidades 
PIX <z, Y<y) = P(X <a)-P (Y <y), 


o bien 
F (z, y) = F, (2)-F, (u). 
b) Suficiencia. Supongamos que F (x, y) = F, (2) -Fa (y). 
De donde 
P(X <z, Y <y) = P (X < 3)-P (Y < y), 


es decir, la probabilidad de simultaneidad de los sucesos 
X < xo Y < y es igual al producto de las probabilidades 
de estos sucesos. Por consiguiente, las magnitudes aleatorias 
X e Y son indepondientes. 

Corolario. Para que las magnitudes aleatorias continuas X 
e Y scan independientes, es necesario y suficiente que la fun- 
ción diferencial del sistema (X, Y) sea igual al producto de 
los funciones diferenciales de las componentes: 


15 = h ha 0. 
DEMOSTRACION. a) Necesidad. Supongamos que X eY 


sean magnitudes aleatorias continuas independientes. En 
tal caso (basándoso on el teorema anterior) 


F (z, y) = F, (2) -Fs (4). 
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Diferenciando esta igualdad por z, y luego por y, tondre- 
mos 


CA 
A SÓ 

o bion (por definición de la función, diferen 

nitudes bidimensional y unidimensional) 


15D = fa (0h. 
b) Suficiencia. Supongamos que 
L D) = h h 0. 
Integrando esta igualdad por z y por y, obtenemos 


al do Ins mag- 


| | re niare | noaz | noan 


o bien ($ 8 del cap. XIV y $ 3 del cap. XI) 
F (z, u) = F, (2) -F (9). 


De donde (basándose en el teorema anterior) deducimos 
que X e Y son independientes. 

Nota. Puesto que las condiciones antes son neees 
y suficientes, se pueden dar nuevas iinic de las magnitudes 
torias independientes: 

1) dos me ides aleatorias se llaman independientes, si la fun- 
ción integral dol sistema de estas magnitodos es igual al producto de 
las funciones integrales do las componentes; 

A dos magnitudes aleatorias continuas se llaman independientes 
si la función diferencial del sistema de estas maguitudes es igual nl 
producto de las funciones diferenciales de las componentes. 


$ 17. Características numéricas de un sistema 
de dos magnitudes aleatorias 
Momento de correlación, Cocficiente “de correlación 


Para describir un sistema de dos magnitudes aloato: 
además de las esperanzas matemáticas y las disporsiones de 
las componentes, también se utilizan otras características, 
entre las cuales se encuentran el momento de correlación 
y el coeficiente de correlación. 

Se llama momento de correlación yy de las magnitudes 
aleatorias X e Y la esperanza matemática del producto do 
las desviaciones de estas magnitudes: 


May =M (X — M (0) (Y — M (Y). 
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Para calcular el momento de correlación de las magnitu- 
des discrotas se utiliza la fórmula 


tay À $ lor OMA (Nte vh 
24 


y para las magnitudes continuas 


m= Ñ 12—M (X)11y—M (Y)1 f (2, 9) dz dy. 


El momento de correlación sirve para caracterizar el 
enlace entre las magnitudes X e Y. Como se demostrará más 
adelante, el momento de correlación es igual a cero, si X 
e Y son independientes; por lo tanto, si el momento de 
correlación es distinto de cero, X e Y son magnitudes alea- 
torias dependientes. 

Teorema. El momento de correlación de dos magnitudes 
aleatorias independientes X e Y es igual a cero. 

pemostraciox. Ya que X e Y son magnitudes alea- 
torias independientes, sus desviaciones X — A (X) e Y — 
— M (Y) también son independientes. Utilizando las pro: 
piedades de la esperanza matemática (la esperanza matemá- 
tica del producto de magnitudes aleatorias independientes 
es igual al producto de las esperanzas matemáticas de los 
factores) y de la desviación (la esperanza matemática de la 
desivación es igual a cero), obtenemos 


Pay = M NX — M (X) — M (Y)! 
MAX — M (X))-31 0" — M (Y)l = 0. 


De la definición de momento de correlación se deduce 
que ésto tiene una dimensión igual al producto de las dimen- 
siones de las magnitudes X e Y. En otras palabras, la mag- 
nitud del momento de correlación depende de las unidades 
de medición de las magnitudes aleatorias. Por este motivo, 
para dos magnitudes idénticas la dimonsión del momento 
de correlación tendrá distintos valores según las unidados 
utilizadas al medir las magnitudes. 

Supongamos, por ejemplo, que 
en centímetros Y py = 200, 
metros, fixy mu. Esta parti 
de correlación es una deficiencia de esa característica numé- 
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rica, puesto quo la comparación de los ¡momentos de corre- 
lación de distintos sistemas de magnitudes aleatorias se 
hace dificultoso. Para evitar esto inconveniente se introduce 
una nueva característica numérica, o sea, el coeficiente de 
correlación. 

Se llama coeficiente de correlación r,y do las magnitudes 
aleatorias X e Y la relación entre el momento de corcela- 
ción y el producto de las desviaciones medias cuadráticas 
de estas magnitudes: 


Ya que la dimensión de y, es igual al producto de las 
dimensiones de las magnitudes X e Y, ø, tiene la dimensión 
de la magnitud X, oy, la dimensión de la magnitud Y 
(cap. VINI, $ 7), tendremos que r,, es una magnitud adimen- 
sional. De este modo, la magnitud del coeficiente de corre 
lación no depende de la solocción de lus unidades de medi- 
ción de las magnitudes aleatorias. En esto reside la ventaja 
del coeficiente de correlación respecto del momento de corre- 
lación. 

Evidentemente, el coeficiente de correlación de magni- 
tudes aleatorias independientes es igual a cero (puesto que 
Hay = 0). 

Nota. En muchos problemas de la teoría do las probabili 
viene considerar, en lugar de la magnitud aleatoria X, la ma ¡Lal 


normada X” quo se determina como relación de la desviaci iles- 
viación cuadrática media: 


x 


X-MAX) 
"i 
La magnitud normada Liene una esperanza matemática igual a cero 


yla dispersión, i unidad. En efecto, utilizando las propied ins 
do la esperanza Suiemética y de la dispersión. Lendremon 7 


Moyen (O) Leedo 
payeo (O d owm 2 a, 


Se comprueba fácilmente que el cooficionte de correlación ray 
gs, igual al momento de correlación de las magnitudes normadas 
eY’: 
a MIM (X) Y M0) =m [5 Y-M), 
a sa E. 


Tay 


=M (XY) = pyy 
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$ 18. Correlación y dependencia de magnitudes aleatorias 


Dos magnitudes aleatorias X e Y se llaman correlaciona- 
das, si su momento de correlación (o, lo que es igual, ol 
coeficionte de correlación) es distinto de cero; X e Y se lla- 
¿nan magnitudes no correlacionadas, si su momento de corre- 
lación es igual a cero. 

Dos magnitudes correlacionadas también son dependien- 
tes. En efecto, admitiendo lo contrario, debemos deduci 


iación inversa no siempre es justa, o sea, si 
dos magnitudes son dependientes, ellas pueden ser tanto 
correlacionadas, como no correlacionadas. Èn otras palabras, 
el momento de correlación de dos magnitudes dependientes 
puede ser to de cero, pero también puede igualarse 
a coro. 

Comprobemos con un ejemplo que dos magnitudes depen- 
dientes pueden ser no correlacionadas. 

Ejemplo. La magnitud aleatoria bidimensional (X, Y) 
está prefijada por la función diferencial 


J= gy dontro de la elipe + E 4 


Hz, y)=0 fuera de esta elipse. 


Demostrar que X e Y son magnitudes no correlacionadas 
dependientes. 

soLucios. Utilizamos las funciones diferenciales de 
X e Y antes calenladas ($ 12) 


h= gl hG) 
dada y fy (2) = O, ja (u) = 0 
Puesto que f(z, 1) =f (2) -ts (0), tendremos que X 
e Y son magnitudes dependientes ($ 16) 
Para demostrar la no correlación de X e Y es suficiente 
cerciorarso de que py = Ô. 
Hallomos el momento de correlación por la fórmula 


($ 17): 


entro de la elipso 
era de ella. 


day = | | -M OO uM (Y) (e, y) dzdy 
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Dado que la función diferencial /, (2) es simétrica respec- 
to al eje OY, entonces A7 (z) = 0; análogumente AY (Y) — 0, 
+ virtud de la simetría de f, (y) respecto al eje OX. Por 
lo tanto, 


la y Jarre y) dzdy. 


Sucamdo el factor constante / (z, 4) fuera de la int 
obtenemos 


tain fa 


La integral entre paréntesis es igual a cero (la fun 
integral es impar, los límites de integración son simétricos 
con respecto al origen de coordenadas), por lo tanto. y = 
=0, es decir, las magnitudes aleatorias dependientes X 
e Y son no correlacionadas. 

De este modo, de la correlación de dos magnitudes alea- 
torias se deduce su dependencia, pero de la dependencia aún 
no se deduce la correlación. De la indepondencia de dos 
magnitudes so deduce su no correlación, pero de la no corre- 
lación no se puede deducir aún la independencia de estas 
magnitudes. 

Sin embargo, cabe hacer notar que de la no correlación 
de “magnitudes distribuidas normalmente se desprende Ja 
independencia de las mismas. Esta tesis será demostrada 
en el párrafo siguiente. 


$ 19. Ley normal de distribución en el plano 


Frecuentomente en la práctica so tropieza con magnitu- 
des aleatorias bidimensionales, distribuidas normalmente. 

Se llama ley normal de distribución en el plano la distribu- 
ción de las probabilidades de una magnitud aleatoria bidi- 
mensional (X, Y), cuendo 

1 
li == x 

m-a y 


le 
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Como vemos, la ley normal en el plano se determina por 
cinco parámetros: a, Gs, Ta, Oy Y "xy Se puede demostrar 
quo estos parámetros tienen los siguientes sentidos proba- 
bilísticos: 

ds, 2, son las esperanzas matemáticas, 

dm, Gy son desviaciones cuadráticas medias, 

Fay, > S el coeficiente de correlación de las magnitudes 
xeY. 

Nos cercioramos de que si las componentes de una mag- 
nitud aleatoria bidimensional normalmente distribuida son 
no correlacionadas, entonces también son independientes. 
En efecto, supongamos que X e Y son no corrolacionadas. En 
eso caso, si en la fórmula (*) admitimos que 7xy = 0, obte- 
nemos 


DE, -et 
+ 


1 


temes 


1 4 

nva” ay VE 

De este modo, si las componentes de una magnitud alea- 
toria normalmente distribuida son no correlacionadas, la 
función diferencial del sistema es igual al producto de las 
funciones diferenciales de las componentes, de donde, pre- 
cisamente, se deduce la independencia de las componentes 
(5 16). Es cierta también la tesis inversa ($ 18). 

Así pues, para las componentes normalmente distribui- 
das de una magnitud aleatoria bidimensional los conceptos 
de independencia y de no correlación son equivalentes. 


Hi. 


Problemas 


1. Hallar las leyes de distribución de las componentes de una 
magnitud aleatoria discreta prefijada por la ley de distribución 
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Respuesta 


Xx n 2 Yon n 
pP 0,22 0,29 0,49 p 0,40 0,60 


2. Hallar la probabilidad de que la componente Y de una magni 
tud aleatoria bidimensional tome el valor X <- y en ese caso, la 


componente Y tome el valor Y < $, si se conoce la función integral del 
sistema 


Pi, (Largo) (Largant t 
e pP(x<4, Y <$)=% 
3. Hallar la probabilidad de que el punto aleatorio (X, Y) caiga en 


ol rectángulo, limitado por las rectas z= Z , z = P =g 


si so conoce la función integral 


Resp: 


Fi. p=senzsay (06=< 7 0<1<G). 


Respuesta P(F<I<F, P<Y< E) = 04. 


. Mallas la función diferencial de un sistema Jo dos magnitudes 

aleatorias mediante la función integral 

F(z, p) é 19 (1-0 (z > O, y 20). 
a 


Respuesta [(2, == q =bctoon, 


5. En cl int 
2=F.y=0.y=h, la función diferencial de un sistema de dos 


magnitudes aleatorias f (z, y) s=, O sente dr 1), fuera del rectángnlo, 
4 (=, y) = O. Hallar: a) la magnitud; C, b) la función integial del sis 


ior del rectángulo limitado por las rectas z = 0, 


temi 
Respuesta a) C=0,5; b) F (z, y)=0,5[sonx-4-sen y —sen (x +9)) X 


x(0<=:<F.0<,<3)- 


6. Un sistema de dos magnitudes aleatorias está distribuido uni- 
formemente: en un rectángulo limitado por las rectas z = 4. z = 6, 
y= 10, y = 15, la función diferencial conserva un valor constante, 
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y fuera de esto rectángulo ella es igual a coro. Hallar: a) la función 
difere |, b) la función integral del sistema. 


0,1 en el interior del rectángulo, 
O fuera del rectángulo; 


taw 
E 


Respuesta a) 1 (z, y) = 


b) F(z, y 


7. La función diferencial de un sistema de dos magnitudes alca- 


torias / (z, 9) = py Pellas: a) la magoitud C, b) la 
función integral del sistema. 


Respuesta a) C=- 


b) Fir n=(harsj+4) (Hargai). 


Una magnitud aleatoria bidimensional se pref 


ja por la función 
diferencia 


16.98 Y A 


Hallar las leyes condicionalos de distribución de las componentes 


eto 
Ropueta 9 e. 


yely= 


Parte tercera 


Elementos de estadística matemática 


Capitulo quince 


METODO MUESTRAL 


$ 1. Objetivo de la estadística matemática 


La determinación de las leyes, a las que obedecen los 
fenómenos aleatorios de masas, se basa en el estudio do los 
datos estadísticos, o sen, resultados de observaciones. El 
primer objetivo estadística matemática es indicar los 
métodos de recogida y agrupamiento (si los datos son muchí- 
simos) de los datos estadísticos. 

El segundo objetivo de la estadística matemática os la 
elaboración de los métodos de análisis de datos estadísticos, 
en función de los propósitos de la investigación. 

El estudio de unos u otros fenómenos por los métodos 
de la estadística matemática sirve como medio de resolución 
de muchos problemas, presentados por la ciencia y la prác- 
tica (la organización correcta del proceso tecnológico, la 
planificación más conveniente, etc.). 

Así, el objetivo de la estadística matemática es la crea- 
ción de los métodos de recogida y elaboración de datos estadís- 
ticos para obtener conclusiones científicas y prácticas. 


$ 2. Breve información histórica 


La estadística matemática sı 
formó paralelamente con la teoría do las probabi 
desarrollo ulterior de la estadística mulomática (segunda 
mitad del siglo XIX y comienzo del siglo XX) se debe, on 
primer término, a P. L. Chebishev, A. A. Markov, A. M. Lin 
punoy, así como K. Gauss, A. Quételet, F. Galton, 

. Pearson, etc. 

Las mayores aportaciones efectuadas a Ja estadística 
matemática en el siglo XX han sido las de los matemáticos 


200 


soviéticos (V. I. Romanovsky, E. E. Slusrky, A. N. Kol- 
mogorov, N. V. Smirnov), así como los ingleses (Studont, 
R. Fisher, E. Pearson) y los norteamericanos (J. Neyman, 
A. Wald): 


5 3. Conjunto general y muestral 


Supongamos que se quiero estudiar un conjunto (pobla- 
ción) de objetos homogéneos respecto a cierto Índice cuali- 
tativo o cuantitativo que caracteriza estos objetos. Por 
ejemplo, si se tiene un lote de piezas, como índice cualitativo 
puede servir el standard de la pieza y como cuantitativo, 
la dimensión controlable de la pieza 

A veces se realiza una investigación total, es decir, se 
examina cada wmo de los objetos del conjunto respecto al 
Ímlico que interesa. En la práctica, sin embargo, la investi- 
gación total so practica con relativa rareza. Por ejemplo, 
si el conjunto contiene un número muy grande de objetos, 
físicamento es imposible realizar un examen total. Si el 
examen del objeto está vinculado con su destrucción o requie- 
re grandes gastos materiales, prácticamente no tiene sentido 
efectuar tal investigación total. En estos casos se escogen 
fortwitamente del total un número limitado de objetos y se 
someten éstos al estudio. 

Se llama conjunto muestral, o simplemente muestra, 
conjunto de objetos tomados fortuitamento. 

Se llama conjunto general el conjunto de objetos, de los 
cuales se hace muestreo. 

Se llama volumen del conjunto (muestral o general) el 
número de objetos de ese conjunto. Por ejemplo, si de 
1000 piezas se escogen para el examen 100 piezas, el volu- 
men del conjunto general es M = 1000 y el volumen de la 
muestra n = 100. 


Nota, De ordinario, el conjunto general contiene un número finito 
de objetos. Sin embargo, sí eso número es bastante grando, a veces para 
simplificar los cálculos o para facilitar las deducciones tebri 

neral se compone de una infinidad de ol 

ue el aumento del volumen del con- 
temento grande), prácticamente po 
ración de los datos de la 


junto gener y sufi 
so manifiesta on los resultados de la ela 
muestra. 
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$ 4. Muestras repetida y única. Muestra representativa 


Al componer la muestra se puedo proceder de dos formas: 
después que el objeto ha sido escogido y se le ha observado, 
puede ser reintegrado o no al conjunto general (a la tota- 
lidad). De acuerdo con lo dicho las muestras so dividen en 
repetidas y únicas. 

La muestra se ¡lama repetida, cuando el objeto escogido 
(antes de tomar el siguiento) se reintegra al conjunto general. 

La muestra se llama única, cuando el objeto escogido 
no se restiluyo al conjunto general. 

En la práctica se utiliza generalmonto la solección alea- 
toria única. 

Para que por los datos de la muestra se pueda juzgar 
con bastanto corteza el índice que nos interesa del conjunto 
general, es necesario que el objeto de la muestra lo repre- 
sente correctamente. Este requisito se formula brevemente 
así: la muestra debe ser representativa. 

En virtud de la ley de los grandes números se puedo afir- 
mar que, la muestra será representativa, si se realiza for- 
tuitamente: cada objeto de la muestra so escoge al azar del 
conjunto general, cuando todos los objetos tienen igual 
probabilidad de caer en la muestra. 

Si el volumen del conjunto general es suficientemente 
grande, y la muestra constituye solamente una parte ínfima 
de este conjunto, la diferencia entre las muestras repetida 
y única se elimina; en el caso límite, cuando se analiza un 
conjunto general infinito, en tanto «que la muestra tione 
un volumen finito, esa diferencia desaparece. 


$ 5. Métodos de selección 


En la práctica se utilizan 
Estos mélodos se pueden 
tipos: 

1. La selección que no requiere ol desmembramiento 
del conjunto general, o totalidad, en partes; aquí se distin- 
guen: 

a) la selección única aleatoria simple; 

b) la selección repetida aleatoria simple. 

2. La selección, para la cual el conjunto general (ol 
total) se divide en se distinguen: 

a) la selección típica; 
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intos métodos de selección 
ir, principalmente, en dos 


h) la selección mecánica; 

e) In selección on sorio. 

Una selección so llama aleatoria simple, cuando los obje- 
tos se extraen uno a la vez del total. La selección simple 
puede realizarse de distintos modos. Por ejemplo, para 
extraor n objetos de un conjunto general de volumen N se 
procede así: so escriben sobre tarjetas números desde 1 hasta 
N y se mezclan bien, se extrae una tarjeta al azar; el objeto 
quo tiono igual número que la tarjeta extraída so someto 
a oxamen; a continuación la tarjota se reintegra al paqueto 
y so repito el proceso, es decir, se mezclan las tarjetas y se 
oxtrao al azar una de ollas, otc. Así so procede n veces; en 
suma so obtiene una muestra repetida aleatoria simple de 
volumen n. 

Si las cartas extraídas no so reintegran al paquete, la 
muestra será única aleatoria simple. 

Cuando el volumen dol conjunto gencral es grande, el 
procoso descrito resulta muy dificultoso. En eso caso, so 
utilizan tablas de enúmeros aleatorios», en las cuales los 
números están dispuestos en orden aleatorio. Para seleccio- 
nar, por ejemplo, 50 objetos, de un conjunto general nume- 
rado, se abre cualquier página de la tabla de números aleato- 
rios y se escribe en orden 50 números; en la muestra caen 
aquellos objetos cuyos números coinciden con los 
aleatorios escritos. Si resultase que un número aleatorio de la 
tabla es mayor que el número N, éste se deja pasar. Al reali- 
zar una muestra única de números aleatorios de la tabla, el 
número antes encontrado también se omite. 

La selección so llama típica cuando los objetos no se toman 
del conjunto general, sino de cada una de su parte «tipica». 
Por ejemplo, si las piezas se producen en varias máquinas, 
la selección no se rouliza de todo el conjunto do piezas, ela- 
boradas en todas las máquinas, sino de la producción do 
cada máquina por separado. La selección típica se utiliza 
cuando el índice que se examina oscila en las distintas par- 
tes típicas del conjunto general. Por ejemplo, si la produc- 
ción se prepara en varias máquinas, entre las cuales hay más 
o menos desgastadas, aquí es conveniente la selección 
tipica. 

La selección se lama mecánica, cuando el conjunto 
gencral se divido «mecánicamente» en tantos grupos, como 
objetos loben entrar en la muestra y de cada grupo se toma 
un objeto. 
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Por ejemplo, si hay que seleccionar el 20% de piezas 
producidas por una máquina, se toma cada quinta pieza; 
si hay que seleccionar el 5% de piezas, se toma una de cada 
veinte piezas, ete. 

Cabe hacer notar que a veces la selección mecánica puede 
no garantizar una muestra representativa. Por ejemplo, 
si se toma cada vigésimo ejo torneado; además, inmediata- 
mente después de la selección se cambia la cuchilla, resul- 
tan soleccionados todos los ejes torneados con cuchillas 
desafiladas. En ese caso hay que evitar la coincidencia del 
ritmo de selección con el ritmo de sustitución de la cuchilla, 
para ello, hay que tomar, digamos, cada décimo eje de las 
veinte torneadas. 

La selección se llama en serie, cuando los objetos se selec- 
cionan del conjunto general por «series», y no de wno en 
uno; estas series se someten a un examen completo. Por 
ejemplo, si los artículos se producen por un grupo grande de 
máquinas automáticas, se someten a un examen completo 
solamente la producción de algunas máquinas. La selección 
en serie se utiliza cuando el índice a investigar oscila poco 
en distintas series. 

; Conviene subrayar que en la práctica, frecuentemente, 
se utiliza la selección combinada, en la que so reúnen los 
métodos antes indicados 

Por ejemplo, a veces se divide el conjunto general en 
series de igual volumen, después por selección aleatoria 
simple se toman varias series y, por último, de cada serie 
por selección aleatoría simple se extraen objetos separados. 


$ 6. Distribución estadística de la muestra 


Supongamos que del conjunto general se ha 'extraído 
una muestra; además, x, se observó A, veces, Tą, Ma veces, 
Zy, M veces y Yin; = n es el volumen de la muestra. Los 
valores observados de z; se llaman variantes, y la sucesión 
de variantes escritas en orden creciente, serie de variación. 
Los números de observaciones se llaman frecuencias, y su 


relación al volumen de la muestra 2£ = Wy, frecuencias 


relativas. 

Se llama distribución estadística de la muestra la enume- 
ración de variantes y sus correspondientes frecuencias o 
frecuencias relativas. La distribución estadística se puede 
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profijar también en forma de sucesión de intervalos y sus 
correspondientes frecuencias (como frecuencia correspon- 
diente al intervalo, se Loma la suma de frecuencias que caen 
en esc intervalo). 

Cabe recordar que en la teoría de las probabilidades por 
distribución se ontiende la correspondencia entre los valores 
posibles de una magnitud aleatoria y sus probabilidades, 
en tanto que en la estadística matemática, la correspondencia 
ontru las variantes olsorvadas y sus frecuencias, o frecuen- 
tivas, 
plo. Dada la distribución de frecuencias de la 
nuestra de volumen = 20: 


a2 612 
m 35410 7 


Escribir la distribución de frecuencias relativas. 
sotucion. Hallemos los frecuencias relativas; para 
ello dividimos las frecuencias por el volumon de la muestra: 


W= =0,50, Ws= 5y =0,35. 
Escribimos la distribución de las frecuencias rolativas: 
ti 2 6 12 
Wi 0,45 0,5 0,35. 
+05+ 


3 10 


=015, W= 


Verificación: 0, 135 1. 


$ 7. Función empírica de distribución 


Supongamos que so conoce la distribución estadística 

de frecuencias del carácter cuantitativo de X. Introducimos 

Jas designacionas: 

Nix, el número de observaciones, duranto las cualos so obser- 
vó un valor del carácter, menor que z, 

n, el número total do observaciones (volumen de la muestra). 

Es evidento que la frecuencia relativa del suceso X < z es 


igual a ZE. Si z varía, en general, variará también la 


frecuencia. relativa, es decir, la frecuencia relativa 2£ es 


unn función de z. Dado que esta función so halla empírica- 
mente (experimentalmente), se llama empírica. 
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Se llama función empirica de distribución (función de 
distribución de Ja n a la función £* (2) que deter- 
mina para cada valor de x Ja frecuencia relativa del suceso 
X<z 

De este modo, por dofinición 


Pu=z, 


donde ns es el número de las variantes menores que z, 
n esel volumen de la stea. 
Por consiguiente, para ballar, por ejemplo, F* 
cl número de las variantes menores que p, hay de dividirlo 
por el volumen de la muestra: 


Fu. 


A diferencia de la función empírica de distribución de 
la muestra, la función integral / (z) de distribución del 
conjunto general se lama función teórica de distribución. 
La diferencia entre las funciones empírica y teórica está 
en que la función teórica # (7) determina la probabilidad 
del suceso X < x, en tanto que la función empírica F* (2) 
determina la frecuencia relativa de ese suceso. Del teorema 
de Bernoulli se deduce que la frecuencia relativa del suceso 
X < z, es decir, F* (x) tiende en probabilidad a la proba- 
bilidad F (z) de este suceso. En otras palabras, los números 
Fe (2) y F (x) se diferencian poco entre sí. Ya de aquí se 
deduce la convenientia de utilizar la función empírica de 
distribución de la muestra, para uma representación apro- 
simada de la función teórica (integral) de distribución 
del conjunto general. 

Esta deducción se confirma con que P* (z) posee todas 
las propiedades de F (z). En electo, de la definición de la 
función F* (2) se desprenden sus siguientes propiedades: 

4) los valores de la función empírica corresponden ol 
segmento 10, 1); 

2) F* (z) es una función no decreciente 

3) si x, es la variante menor, tendremos que F* (z) = 0 

cuando z < z, 
si z, es la variante mayor, F* (z) = 1 cuando z > z». 

De este modo, la función empírica de distribución de 
una muestra sirve para estimar la función teórica de distri- 
bución del conjunto gene: 
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jemplo. Formar Ja funci 
ción duda de la muestra 


tsz 2 6 40 
frecuencias m 412 18 30. 


soLUCION. lallamos el volumen de la muestra: 12 + 
118 60. 


n empírica por la distribu- 


vacia 


Fig. 19. 


La v: 


ante mínima es igual a 2, por lo tanto, 
F* (x) =0, cuando z£2. 


El valor de X < ü y, precisamonto, 7, = 2 se observó 12 
voces; por lo tanto 


F 


=p =0,2 para 2< <6. 


El valor de X < 10 y, precisamente, z, =2 y z, =6 
se observaron 12 +48 ='30 veces; en consecuencia 


F'()= y =0,5 para 6<210. 
Ya que z = 10 os la variante máxima, tenomos que 
F* (2) =1 ndo z > 10, 
La función empírica busca 
O para 2<2, 
0,2 para 2< 2 <6, 
1* (a)= 


0,5 para 6 <z <10, 
4 pa  z>10. 
La gráfica de esta función está representada en la fig. 19. 
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$ 8. Polígono e histograma 


Para claridad se construyen distintas gráficas de la dis 
tribución estadística y, en particular, el polígono y ol 
histograma 

Se llama polígono de frecuencias la linea quebrada, cuyos 
segmentos están unidos por los puntos (2, m), (ta, M5), » 
+, (25 Ma). Para construir el polígono de frecmencias 
sobre el eje de abscisas se llevan las variantes z; y sobre el 


Fig. 20. 


eje de ordenadas, sus respectivas frecuencias n, Los puntos 
(£i, m) se unen por segmentos de rectas y se obtiene el poli- 
gono de frecuencias. 

Se llama polígono de frecuencias relativas la línea quebra- 
da, cuyos segmentos se unen por los puntos (z, 157), 
tes W >, (Zas Wa). Para construir el polígono de 
frecuencias relativas sobre el eje de abscisas se llevan las 
variantes zy, y sobre el eje de ordenadas, sus respectivas fre- 
cuencias relativas Wy. Los puntos (z,, W,) se unen por 
segmentos de rectas y se obtiene el polígono de frecuencias 
relativas. 

En la fig. 
tivas de la 


20 se muestra el poligono de frecuencias rela- 
¡stribución jente: 

X 45 35 55 15 

W 01 02 04 03. 


En el caso de un criterio o carácter contínuo conviene 
construir el histograma, para lo cual el intervalo, on el 
que están comprendidos todos los valores observables del 
criterio, se divido en varios intervalos parciales de longitud 
h y para cada intervalo parcial se halla z, o sea, la suma de 
las frecuencias de las variantes que caen en el ¿-ásimo inter- 
valo. 
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Se llama histograma de frecuencias la figura compuesta de 
rectánguios, cuyas bases son los intervalos parciales de 
Jongitud h y las alturas, iguales a la relación -t (densidad 
de frecuencia). 


Para construir el histograma de frecuencias sobre el 
eje de abscisas se levan los intervalos parciales y sobre ellos 


-: 03710715 2025-30 35 40 
Fig. 21. 


se trazan segmentos paralelos al eje de abscisas a la distan- 


de Sn 
cia Ge. 


El área del ¡-ésimo rectángulo es igual a de ni 


% 
o sea, a la suma de frecuencias de las variantes del (-ésimo 
intervalo; por lo tanto, el área del histograma de frecuencias 
es igual a la suma de todas las frecuencias, es decir, al volumen 
de la muestra 

En la fig. 21 se muestra el histograma de frecuencias de 
distribución del volumen n = 100, dado en la tabla 6. 

Se llama histograma de frecuencias relativas la figura en 
escalera (escalonada) compuesta de rectángulos, cuyas bases 
son los intervalos parciales de longitud A, mientras que 
sus alturas son iguales a la relación E (densidad de fre- 
cuencia relativa). 

Para construir el histograma de frecuencias relativas 
sobre el eje de abscisas se llevan los intervalos parciales y 
sobre ellos se trazan segmentos paralelos al eje de abscisas 
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Table 6 


Densidad de 
trencuencia 


Suma de trecuencias 
“de 1as variantes do 
intervalo parelal ng 


Paene 


T 


0,8 
4,2 


4 
6 
16 
20-25 36 
2% 
10 
4 


a la distancia FEL . EI área del ¿ósimo rectángulo es igual a. 


Et = Wi, o sea, a la frecuencia relativa de las variantes 


pertenecientes al i-ésimo intervalo. Por lo tantu, el área del 
histograma de frecuencias relativas es igual a la suma de todas 
las frecuencias relativas, es decir, a la unidad. 


Problemas 
1, Construir la gráfica de la función empírica de distri- 
bución 
za 5741015 
m23 3 7 
2. Construir los polígonos de frecuencias y de frecuencias 
relativas de distribución 
=.1316 00 
m 40 45 30 33 42 
3. Construir los histogramas do frecuencias y de fro- 
cuencias relativas de distribución (en la primera columna 


se indica el intervalo parcial, en la segunda, la suma do 
frecuencias de las variantes de intervalo parcial): 


2-5 9 
5-8 10 
8-11 2 
11-14 6 


210 


Capitulo diez y seis 


ESTIMACIONES ESTADISTICAS DE LOS PARAMETROS 
DE UNA DISTRIBUCION 


5,1. Estimaciones estadísticas de los parámetros de una 
distribución 


Supongamos que se quiere estudiar el carácter cuantita- 
tivo de un conjunto general. Admitamos que de las conside- 
raciones teóricas se haya logrado establecer, precisamente 
qué distribución tiene el carácter. Naturalmente surge el 
problema de estimar Jos parámetros que determinan esta 
distribución. l'or ejemplo, conoce previamente que el 
carácter estudiado está distribuido normalmente en el conjun- 
to general, hay que estimar (hallar aproximadamente) la 
esperanza matematica y la desviación cuadrática media, 
ya que estos dos parámetros determinan completamente la 
distribución normal; si se puede considerar que el carácter 
tiene, por ejemplo, la distribución de Poisson, es necesario 
estimar el parámetro } que determina esta distribución. 

Generalmente el investigador dispone solamente de los 
datos de la muestra, por ejemplo, los valores del carácter 
cuantitativo Zy, Za - - <> Zn, obtenidos como resultado 
de n observaciones (aquí y en adelante las observaciones 
se suponen independientes). Mediante estos datos se expresa 
el parámetro a estimar. 

Considerando Zy, Zs - . ., 2, Como magnitudes aleato- 
rias independientes de Xi, Xe». Xa, podemos decir 
que hallar la estimación estadística de un parámetro desco- 
nocido de una distribución teórica significa hallar la fun- 
ción de las magnitudes aleatorias a observar, la que da un 
valor aproximado del parámetro estimado. Por ejemplo, como 
se demostrará más adelante, para estimar la esperanza mate- 
mática de distribución normal se utiliza la función (media 
aritmética de Jos valores observados del carácter): 


Y XXX 


Así pues, se llama estimación estadística de un pará- 
metro desconocido de una distribución normal la función 
de las magnitudes aleatorias observadas. 
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$ 2. Estimaciones no desviadas, eficaces y valederas 


Para que las estimaciones estadísticas den «buen 
aproximaciones de los parámetros estimados, 
satisfacer determinados requisitos. A continuación se indi- 
can estas exigencias. 

Dado que O* es la estimación estadistica d 
metro desconocido © de una distribución teóri 
mos que mediante la muestra de volumen n está ha 
estimación 07. Kepetimos el experimento, es decir, oxtr: 
mos del conjunto general otra muestra do igual volumen y por 
sus datos obtenemos la estimación 3. Reitorando la prueba 
varias veces, obtenemos los múmoros Of, 03,..., Of 
que, en general, serán diferentes entre sí. Por consiguiente, 
la estimación Ó* se puede considorar como una magnitud 
aleatoria, mientras que los números 91, 0%, . . ., 6%, como 
sus valores posibles. 

Supongamos que la estimación O* da un valor aproxi- 
mado de O con exceso; en tal caso, cada número Of (i == 
+2, . -, k), hallado según los datos de las muestras, 
será mayor que el valor real de ©. Evidontomonte, en este 
caso la esperanza matemática (valor medio) de la magnitud 
aleatoria ©* también será mayor que 6, es docir, Af (9*) > 
> 0. Está claro que si 8* da una estimación con defecto, 
tendremos que M (8*) < O. 

De este modo, el empleo de la estimación estadística 
cuya esperanza matemática no es igual al parámetro a os 
mar, daría lugar a errores sistemáticos (del mismo signo). 
Por este motivo es natural exigir que la esperanza matemá- 
tica de la estimación @* sea igual al parámetro que se 
estima. A pesar de que esto requisito no elimina los errores 
(unos valores de @* son mayores y otros son menores que O), 
sin embargo con igual frecuencia se tropezarán con errores 
de distintos signos. En otras palabras, el cumplimiento de 
M (0*) = © garantiza contra la obtención de errores siste- 
máticos. 


ística ©* cuya esperanza matemá- 
tica es igual al parámetro que se estima © para todo volu- 
men de la muestra, es decir, 
M (0*) = ©, 
se llama no desviada. 
La estimación cuya esperanza matemática no es igun) 
al parámetro que se estima, se llama desviada. 


Empero sería erróneo considerar que la estimación no 
desviada siempre da una buena aproximación del pará- 
metro que se estima. En efecto, los valores posibles de O* 
puedon ser fuertemente dispersos en torno a su valor medio, 
es decir, la dispersión D (8*) puede ser considerable, En 
este caso, la estimación hallada por los datos de una muestra 
por ejemplo, O?, puedo resultar muy alojada dol valor med 
©*, y por lo tanto, también del propio parámetro estimado O; 
tomando ©? como valor aproximado de ©, cometeríamos 
un gran error. Si se necesita que la dispersión O* sea peque- 
ña, se excluye la posibilidad de cometer un gran error, 
Por esta causa la estimación estadística debe satisfacer el 
requisito de eficacia. 

La estimación estadíst; 
la dispersión mínima posi 
muestra n). 

Al considerar muestras de gran volumen (jn es grande!) 
la estimación estadística debe satisfacer el requisito de 
validez. 

La estimación estadística se lama valedera cuando 
tiende respecto a la probabilidad al parámetro que se estima 
para n —> oo. Por ejemplo, si la dispersión de la estimación 
no desviada tiende a cero para n— co, esta estimación 
resulta precisamente valedera. 


se Mama eficaz cuando tiene 
lo (para un volumen dado de la 


$ 3. Media general 


Supongamos que se estudia el carácter cuantitativo X 
de un conjunto general discreto. 

So llama media general Tẹ la media aritmética de los 
valores del carácter del conjunto general. 

Si todos los valores zy, Z», ..., zy del carácter del 
conjunto general de volumen N son distintos, tendremos que 


MEC 


Si los valores del carácter zy, Xp, - - 
tivamente los frecuencias Ny, Ny 
NENA + N =N, 
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es decir, la media general es la media ponderada de los 
valores del carácter con pesos iguales a las correspondientes 
frecuencias. 

Nota. Supongamos que un conjunto general do volumen Y 
contiene objetos con distintos valores del carácter X iguales 
AZ], Za + + -, Ty. Consideremos que do este conjunto extrac- 
mos al azar un objeto. La probabilidad de que se extracrá 
el objeto con valor del carácter, por ejemplo, 7}, ovidento- 
mento, es igual a -> . Con igual probabilidad podrá oxtraor- 


se cualquier otro objeto. Por consiguiente, la magnitud dol 
carácter X se puede considerar como una magnitud alato- 
ria, cuyos valores posibles z4. za, .. .. Ty lienen idénticas 


probabilidades, iguales a -y . Hallemos la esperanza mato- 
mática M (X): 

MO) pp hz 
ten 


1 


n ia 


N 


De este modo, si el carácter investigado X del conjunto 
general se considera como una magnitud aleatoria, la espe- 
ranza matemática del carácter es igual a la media general 
de este carácter: 

M (O =p 

Esta deducción la obtuvimos considerando que todos los 
objetos del conjunto general tienen distintos valores del 
carácter. Igual resultado se obtendrá si suponemos que el 
conjunto general contiene varios objetos con idéntico valor 
del carácter. 

Generalizando el resultado obtenido del conjunto gene- 
ral con distribución continua del carácter X doterminamos 
la media general y, en este caso, como esperanza matemática 
del carácter: aki 

Ze = M (X). 


$ 4. Media muestral 


Supongamos que para es 
X de un conjunto general se 
men n. 


214 


jar el or cuantitativo 
xtraido la muestra de volu- 


El valor medio aritmético del carácter del conjunto mues- 
tral se lama media muestral 7, 

Si todos los valores Z4, Za, .-., Za del carácter de la 
muestra de volumon z son distintos, tendremos que 


E 


Si los valores del carácter zı, Zg, - - ., Za tienen respec- 
tivamente las frecuencias ny, My, además, 


o bien 


es decir, la media muestral es la media ponderada de los 
valores del carácter de pesos iguales respectivamente a las 
frecuencias. 

Nota. La media muestral hallada por los datos de una 
muestra es, evidentemente, un número determinado, Si se 
extraen del mismo conjunto general otras muestras de 
igual volumen, la media muestral (o valor medio muestral) 
variará de una muestra a otra. Por consiguiente, Ja media 
muestral puede considerarse como una magnitud aleatori: 
y, por lo tanto, se puede hablar de distribuciones (teórica 
y empírica) de la media muestral y de las características 
numéricas de esta distribución (llamada muestral), en par- 
ticular, de la esperanza motemática” y la dispersión de 
distribución muestral. 

Cabe hacer notar que en los razonamientos teóricos los 
valores muestrales zi, Za .-., £, del carácter X, obteni- 
dos gracias a observaciones independientes, también se 
consideran como magnitudes aleatorias Zi, Za --.:2p 
que tienen igual distribución y, por lo tanto, Jas mismas 
Características numéricas que tienen X. 
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$ 5. Estimación de la media general según la media muestral. 


Estabilidad de las medias muestrales 


Supongamos que de un conjunto general (como resultado 
de observaciones independientes sobre el carácter cuanti- 
tativo X) se ha extraído una segunda muestra do volumen n 
con valores del carácter Ty, Zy » >) Za. Sin reducir la 
generalización de los razonamientos, consideraremos estos 
valores del carácter distintos. Sea que desconocemos la 
media general zg y queremos estimarla por los datos do la 
mucstra. Como Estimación de la media goneral tomamos la 
media muestral 


Vorifiquemos que Za es la estimación no desviada, es 
docir, demostromos que la esperanza matemática de osta 
estimación es igual a Zg. Vamos a considerar Zm como wna 
magnitud aleatoria Y Zi Zs ---. Zm, Como magnitudes 
aleatorias independientes igualmente distribuidas de 
Xas Xa- .-, Xa. Puesto que estas magnitudes son igual- 
mente distribuidas, ellas tienen idénticas características 
numéricas, en particular, igual esperanza matemática que 
desígnamos por a. Ya que la esperanza matemática de la 
media aritmética de las magnitudes aleatorias idéntica- 
mente distribuidas es igual a la esperanza matemática do 
cada una de las magnitudes (cap. VIII, $ 9), tendremos que 


M (Za) =M [5t =5] (>) 


Teniendo en cuenta que cada una de las magnitudes 
Xn tiene la mismo distribución que el conjunto 

bién lo consideramos como una magnitud 
aleatoria), deducimos que las características numéricas de 
estas magnitudes y el conjunto general son iguales. En parti- 
cular, la esperanza matemática a do cada una de las magni- 
tudes es igual a la esperanza matomática del carácter X del 
conjunto general, es decir, 

M(X)=%,=a. 
Sustituyendo en la fórmula (*) la esperanza matomática a 
finalmente obtenemos 


M (Rua) =g- 
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Con lo que queda demostrado que la media muestral es la 
estimación no desviada de la media general. 

Se demuestra fácilmente que la media muestral también 
es la estimación valedera de la media general. En efect 
supongamos que las magnitudes aleatorias Xn Xy, Z; 
tienen dispersiones limitadas; con derecho aplicamos a 
estas magnitudes el teorema de Chebishev (caso particular), 
en virtud del cual al aumentar n la media aritmética de las 
magnitudes a examinar, es decir, Xm tiende respecto de 
¡dad a la esperanza matemática a de cada una de las 
magnitudes o, lo que es igual, a la media general Zg (ya 
quo 


= a). 
De este modo, al aumentar el volumen de la muestra n 
la media muestral tiende respecto de probabilidad a la 
medía general, lo ¡gnifica precisamente que la media 
muestral es la estimación valedera de la media general. 

De lo dicho se deduce que sí de varias muestras de Volu- 
men suficientemente grande de un mismo conjunto general 
se hallan las medias muestrales, ellas serán aproximadamente 
iguales entre sí. En esto radica la propiedad de estabilidad 
de las medias muestrales. 

Notemos quesi las dispersiones de dos conjuntos son idén- 
ticas, la proximidad de las medias muestrales a las generales 
no depende de la relación entre el volumen de la muestra 
y el volumen del conjunto general. Ella depende del volu- 
men de la muestra: cuanto mayor es el volumen de la muestra, 
tanto menos la media muestral se diferencia de la general. 
Por ejemplo, si de un conjunto se ha escogido el 1% do 
objetos y de otro, el 4% de objetos, asimismo el volumen de 
la primera muestra resultó mayor que ol de la segunda, ten- 
dremos que la primera media muestral se diferenciará menos 
de la correspondiente media general que la segu 

Nota. Hemos supuesto que una muestra es repetida. Empero las 
conclusiones obtenidas son aplicables también para la muestra Ónica 
su volumen es bastante monor que el volumen del conjunto gen: 
a tesis se til frecuentemente en la práctica. 


$ 6. Medias de grupo y general 


Admitamos que todos los valores del caráctor cuanti- 
tativo X del conjunto, indiforentemente general o muestral, 
están descompuestos en varios grupos. Examinando cada 
grupo como un conjunto independiente, podemos ballar 
su media aritmética. 
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La media aritmética de los valores dol caráctor, corres- 
pondiontes al grupo, so llama media de grupo. 

Ahora conviene introducir nn término especial para la 
media de todo el conjunto. 

La media aritmética de los valores del carácter, perto- 
to, so llama media general z, 
s de grupo y los volúmenes de los 
grupos puedo hallarse la media general: Ja media general es 
igual a la media aritmética de los medias de grupo, ponderada 
respecto de los volúmenes de los grupos. 

Omitimos la demostración y damos wn ejemplo ilustra- 
tivo. 

Ejemplo. Hallar la media general del conjunto com- 


puesto de los dos grupos siguientes: 
Grupo primero segundo 
Valor del carácter 1 6 1 5 
Frecuencia 10 45 2 30 
Volumen 10415=25 — 20430450. 


Nota, Para simplicar el cálculo de la media general de wn conjunto 
de gran volumen conviene descomponer ésto en varios grupos y hallar 
las medias de grupo y por ellas la media general. 


$ 7. Desviación de la media general y su propiedad 


Examinemos el conjunto de los valores, indiferentemen- 
te, general o muestral, del carácter cuantitativo X de volu- 
men a: 

valor del carácter zı Ze 


frecuencia mon 


Za 
Mas 


à 
además nm =n. 
a 
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à 

En adelanto la suma 2) la sustituiremos por 2. 
S 

Hallamos la media general 


PLE 
m iti 
=A 


Do aquí 
D mz nz. () 
Cubo hacer notar.que, siendo 7 una magnitud constante, 
Yuze? Dm ez. (0) 


La diferencia z; — 7 entre el valor del carácter y la 
media general se lama desviación. 

Teorema. La suma de los productos de las desviaciones 
por las correspondientes frecuencias es igual a cero 


Sn (1-2 =0. 
vemosrmacion. Teniendo en cuenta (*) y (**) obtenemos 
Xmu (u—3)= Ymr Yna =n2—n2=0. 


Ejemplo. Dada la distribución del carácter cuantita- 
tivo X: 
3 123 


m 10 4 6 


Comprobar que la suma de los productos de Jas desviaciones 
por las correspondientes frecuencias es igual a cero. 
SOLUCION. Hallamos la media general 


Fe 10:44-4:2403 


=1,8. 


Jallamos la suma de los productos de las desviaciones 
por las correspondientes frecuencias: 


Y mD -10-(14,8)+4-(24,8)+ 
+6-(3-4,8) =8—8=0. 
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$ 8. Dispersión general 


Para determinar Ja dispersión de los valores del carácter 
cuantitativo X de un conjunto general alrededor de su valor 
medio, se introduce una Característica general, o sea, la 
dispersión general. 

La medía aritmótica de los cuadrados de las desviaciones 
de los valores del carácter del conjunto general respecto 
de su valor medio Fg se llama dipeión general Dp. 

Si todos los valores 2,, Za, . . del carácter del 
conjunto general de volumen A son distintos, 


z - 
Y zp" 
A —Á 


Si los valores del carácter z, ~, Z} tienen respec- 
tivamente las frecuencias Ny, Na, - . +, Nai además, N, + 
N, +... + Na =N, tendremos que 


à 
2 Nai 


x è 


es decir, la dispersión general es la media ponderada de los 
cuadrados de las desviaciones con pesos iguales a las corres- 
pondientes frecuenci: 
Ejemplo. Un conjunto general está dado por la tabla 
de distribución 
n 24 56 


N 8 9 10 3. 


Hallar la dispersión general. 
soLucioN. Hallamos la media general ($ 3): 


q, 2249-4410-5436 490 y, 
A de dl 


A continuación hallamos la dispersión general: 


Dy= 32444944 PEE a A 18. 


Además de la dispersión, para expresar la dispersión 
de los valores del carácter de un conjunto general alrededor 
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de su valor n 
decir, la desviación cuadrática media. 

La raíz cuadrada de la dispersión general se llama des- 
vlación cuadrática media general (estándar): 


oe = VD; 


$ 9. Dispersión muestral 


Para dofinir la dispresión de los valores observados 
dol caráctor cuantitativo de una muestra alrededor de su 
valor medio Za se introduce la característica general deno- 
minada disporsion muestral. 

La media aritmética de los cuadrados de las desviacio- 
nes de los valores observados del carácter respecto de su 
valor medio 7m se llama dispersión muestral Dm. 

Si todos los valores Zu Tp... Za del carácter de lo 
muestra de volumen » son distintos, tendremos que 


Si los valores del carácter zy, xa, - 
vamente las frecuencias m, Mp > 
+n, +... + n, =n, entonces 

E iy: 
D nlia)? 


., Za tienen respecti- 
Maz además, m + 


Da —. 
es decir, la dispersión muestral es la media ponderada de los 
cuadrados de las desviaciones con pesos iguales a las corres- 
ntes frecuencias. 


a 1 2.34 
m 20 15 10 5, 


ballar la dispersión muestral. 
sowvcion. lallamos la media muestral ($ 4): 

Ta OA HAS-24 10.3454 4009 

za= — 0p 0FS T 0TA 
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Hallamos la dispe muestral: 
Da= PUEH- H0850- _ 50 
O - TE i 


el, 


Además de la dispez para expesar la dispersión de 
los valores del carácter del conjunto muestral alrededor 
de su valor medio se utiliza una característica general, es 
docir, la desviación cuadrática medi 

La raíz cuadrada de la dispersión muestral se Jama 
desviación cuadrática media muestral (estándar): 


oa = V Da 


$ 10, Fórmula para el cálculo de la dispersión 


El cálculo de la dispersión, ya sea muestral o general, 
puede simplificarse, utilizando el siguiente Leorema. 

Teorema. La dispersión es igual a la media de los cuadrados 
de los valores del carácter menos el cuadrado de la media general 


D-7. 


prxosmRaciox. El cumplimiento del teorema resulta 
de las transformacion 


Yam- E 
DL = 


namel 


P ss 
+ 


D 
+=. 


De este modo 
D=-F-{7}, 


donde 


Ejemplo. Hallar la dispersión dada la distribución 


2 1 2 34 
m 20 15 10 5 


souucton. Mallamos la media general: 


Hallamos la media de los cuadrados de los valores del carác- 
ter 


F EA 


La dispersión buscada es 
DIA. 


$ 11. Dispersiones de grupo, dentro de grupo, entre grupos 
y general 


Supongamos que todos los valores del carácter cuantita- 
tivo X del conjunto, sea gencral o muestral, están divididos 
en k grupos. Examinando cada grupo como un conjunto 
independiente se puede hallar la media de grupo ($ 6) 
y ln dispersión de los valores del carácter, correspondientes 
al grupo, respecto a la media de grupo. 

Se llama dispersión de grupo la dispersión de los valores 
de) carácter, pertenecientes al grupo, respecto de la media 
de grupo: 


mi (a5) 
Doo Pri 


donde m; es la frecuencia del valor x,; 
J; e] número del grupo; 
zj, la media de grupo del grupo j; 
Y m, el volumen del grupo j. 
emplo 1. Hallar las dispersiones de grupo de un 
conjunto compuesto de los dos grupos siguientes: 


Primer grupo — Segundo grupo 


nm a m 
24 3 2 
4a 8 3 
5.2 


N=NYu=10 M=Xm=5. 


soLucion. Hallamos las medias de grupo: 


< _ Dam 12414425 
E 
= _ 23438 
¡e 


4 


Hallamos las dispersiones de grupo buscadas: 


Nutr ¿4474425 
Dienn GIO HEERA 0.6; 
Dan = 280438-6 G, 
hm EPERE ng, 


Conocida la dispersión de cada grupo, se puede hallar 
su media aritmética. 

La media aritmética do las disporsiones de grupo, ponde- 
rada respecto de los volúmenes de grupos se llama disper- 
sión dentro de grupo: 


Daen. ea = 


Y MD sera 
donde Ny es el volumen del grupo j; 
a 


n = Y N; es el volumen de todo el conjunto. 
E 


Ejemplo 2. Hallar la dispersión dentro de grupo por 
los datos del ejemplo 1. 

soLuciox. La dispersión dentro de grupo buscada 
es igual a 


D, NiDigrahVaDagro 10-0,645:5_ 12 
a a is E TÉ 


Conocidas las medios de grupo y la media general es 
posible hallar la dispersión de las medias de grupo con 
respecto a la media general. 

dispersión do las medias de grupo con respecto a la 
media general se llama dispersión entre grupos: 


2% 


donde Z; es la media de grupo del grupo j; 
N; es el volumen del grupo j; 


p7 es la media general; 


n= Y) N; es el volumen de todo el conjunto. 


A 
Ejemplo 3. Hallar la 

datos del ejemplo 1. 
SOLUCION. Hallamos la modia general 


persión entre grupos por los 


= Yim 4.240442 Ie A 
e E 


Utilizando las 
Z, = 6, hallamos la 


vagnitudes antes calculadas F, = 4, 
persión entre grupos buscada 


APA 


2 


Dent. gra= 


+A continuación conviene introducir un término especial 
para la dispersión de todo el conjunto. 

La dispersión de los valores del carácter de todo el con- 

junto respecto de la media general se llama dispersión general: 


Y mt 


Deen= S , 
donde m, es la frecuencia del valor z4; 
z esla media general; 
n es el volumon de todo el conjunto, 
Ejemplo 4. Iallar la dispersión general por los datos 
dol ejemplo t. 
somuciox. Mallamos la dispersión general buscada, 


toniendo en cuenta que la media general os igual a +. 


EN PEA 
E A am y Bi hi ue Y. 
ELI 


150300 25 


Nota. La dispersión general haliada es igual a la suma de las dis- 
porsiones ilentro de grupo y entre grapas: 


148 
Deem is 


8 18 
Daen veut Dent eam A e + 


En el párrafo siguiente se demostrará que esta ley se cumple para cual- 
amier conjunto. 


$ 12. Suma de dispersiones 


Teorema. Si un conjunto está compuesto de varios grups, 
lu dispersión general es igual a la suma de las dispersiones de 
dentro de grupo y de entre grupos: 


Deo = Deco. gro + Dent.gru: 


DEMOSTRACION. Para simplificar la demostración supo- 
nemos que todo el conjunto de valores del carácter enanti- 
tativo X está dividido en los dos grupos siguientes: 


Grupo primoro segundo 
Valor del carácter Zi Za n on 
Frecuencia mi ma mm 
Volumen del grupo Ni=mM 44 N= m -+n 
Media de grupo FA ES 
Dispersión de grupo Dis H 


Volumen do todo el conjunto =M; +N: 
En adelanto para comodidad escribiremos en lugar, de Ja 
2 


suma Y) solamente el signo Ù. Por ejemplo, Nm, = Nin; — 
A a 


= m, + m; = Ny 
También conviene tomar en consideración que si una 
magnitud constante está afectada por el signo do suma, sta 


conviene sacarla _ fu la suma. Por ejemplo, 
Yn G -3t 
Nmn- IY mna 
Depa A O 


transformamos el primer samando del numerador, restando 
y sumando Ty: 


AIR 


— Nm (uz) + X m (Y. 


Y (z7) -= Y m a 


m(n =z) 2 


Puesto que 
Ym = (2—7) =N Dira 
(a igualdad se deduce de la correlación Digra = 


rr -7 
SAME y en virtud de $7, 


Ym (4—7) =0. 
el primer sumando toma la forma 
X mi (un? =N Digt N G T. (+9) 


Wálogamente se puede representar el segundo sumando 
del numerador de (*) (restando y sumando +7 


A) 
Poniendo (**) y (***) en (°): 


NiDsgro+VaDogen 
o a 


ADAN 


= Doen. gru + Dent. gras 
De esto modo, 
Deea = Daen.gra + Dent.gru- 
Ln el párrafo procedente se dio un ojemplo que ilustra 
vl teorema demostrado. 


Nota. El teorema tione no sólo valor teórico, sino también un 
y i gracias a as obeervacion 


general so reemplaza por el cálculo de las dispersiones de los grupos, lo 
uo facilita los cálculos. 
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$ 13. Estimación de la dispersión general 
por la dispersión muestral corregida 


Supongamos que de un conjunto general como resultado 
de n observaciones independientes en el caráctor cuantita- 
tivo X se ha extraído una muestra ropotida de volumen n: 


valor del carácter z 23. 
frecuenci ma. 
además, m+m-+ -Hm= n. 


Zr, 
a; 


Por la muestra dada hay quo estimar (hallar aproximada- 
nte) Ja dispersión general incógnita Dp. Si como ostima- 
ón de la dispersión general se toma la dispersión muostral, 
esta estimación dará lugar a errores sistemáticos, ofreciendo 
wn valor reducido do la dispersión general. Esto se debo a 
que, como se puede demostrar, la dispersión muestral es 
una estimación desplazada do la De: en otras palabras, la 
esperanza matemática de la dispersión muestral no os igual 
a la dispersión general que se estima, sino es igual a 


M iDa) =+ De. 


Es fácil «corregir» la dispersión muestral de manera qne 
su esperanza matemática sea igual a la dispersión gencral. 
Para ello es suficiente multiplicar Da por la fracción 


wr - Con esto obtenemos la dispersión corregida que do 
ordinario se designa“por è: 


A = 
X) ni(i — Fm)? 


= 
La dispersión corregida es, evidentemente, la est 
no desviada de la dispersión general. Eu efecto, 


Mis=M[ E Dn] = 2 22 T 


Dalei 
De este modo, como estimación de la dispersión general 
se admite la dispersión corregida 


ación 


5 - 
Y m (2m)? 


Para estimar la desviación cuadrática media de un 
conjunto general se iza la desviación cuadrática me 
«corregido» que es igual a la raíz cuadrada de la disporsión 


corregida: 
AR 
min 
sy Ez —. 


Subrayemos que s no es Ja estimación no desviada; para 
expresar este hecho hemos escrito y escribiremos en adelante 
así: desviación cuadrática media corregidas. 


Nota. Comparando las fórmulas 


vemos que ollas se diferencian sálo por los denomi 
mente, para valores suficientemente grandes n del volumen de la mues- 
tra, las dispersiones muestral y corregida so diferencian poco. En la 
práctica so utiliza la dispersión corregida, si aproximadamente x < 30. 


$ 14. Exactitud de estimación, probabilidad fiducial 
(fiabilidad). Intervalo confidencial 


La estimación se llama puntual cuando ésta se determina 
por un número. Todas las estimaciones estudiadas antes son 
puntuales. Para una muestra de pequeño volumen la esti- 
mación puntual puede diferenciarse bastante del parámetro 
que se estima, es decir, da lugar a errores groseros. Por esa 
causa, para un volumen pequeño de la muestra hay que 
utilizar los estimaciones de intervalo. 

La estimación determinada por dos números, es decir, los 
extremos de un intervalo, se llama de intervalo. Las estima- 
ciones de intervalo permiten establecer la precisión y la 
fiabilidad de las estimaciones (el sentido do estos conceptos 
so aclara más adelanto). 

Supongamos que la característica estadística O* hallada 
por los datos de la muestra sirve de estimación del pará- 
metro desconocido O. Vamos a considerar O como un número 
constante (8 puede ser también una magnitud aleatoria). 
Está claro que O* determina con tanta mayor precisión 
el parámetro O, cuanto menor es la magnitud absoluta de la 
diferencia 10 —8*|. En otras palabras, si 6>0 y 
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10 — 0*|<8, cuanto menor os 5, tanto más exacta es la 
estimación. Por consiguiente, el número positivo ó carac- 
teciza la precisión de la estimacis 

Sin embargo, los métodos esta: os no permiten afir- 
mar categóricamente que la estimación ©® satisface la desi- 
gualdad |9 — 0*|< ô; sólo es posible hablar de la proba- 
bilidad y, con la cual se cumplo esta desigualdad. 


La probabilidad y con la que so cumplo la desigualdad 
lama fiabilidad (prohaiilidad ae tal) 
idad de 


10 — 0*|< ô, so ] 
de la estimación O según 9*. Generalmente la Fabi 
estimación se da previ 


pongamos que la 
sea igual a y: 


PUO—6r <b> y 
Sustituyendo la desigualdad 10 — 67| < ő por la doile 
desigualdad equivalente —5< © —0%<5, o bicn 
or—5<0<0* S, 
tendremos 
Plot —8<a< Ott l= y 


Esta correlación se interpreta asi: Lo prol dad de que 
el intervalo (9* — $, 6* + 8) incluxe en sí (recubre) el 
parámetro incógnita O, es igual a y. 

El intervalo (6* — 5, Ó* + 0) que recubre el parámo- 
tro desconocido con la fiabilidad y prefijada so Iama inter- 
valo de confianza o confidencial 


contadora 
ha sido elaborado por el estadístico norteamericano Y. Ney- 
man, partiendo de las ideas dol estadístico inglés It. Fisher. 
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$15. Intervalos de confianza para estimar la esperanza 
matemática de distribución normal cuando se conoce o 


el carácter cuantitativo X de un conjun- 
to goneral está distribuido normalmente; además, se conoco 
la desviación cuadrática media g do esta distribución, Se 
necesita estimar la esperanza matemática des 
por la media muestral z. Tratemos de hallar los intervalos 
confidenciales que recnbren el parámetro a con fiabilidad y. 
Consideremos la media muestral Z como wna magnitud 
aleatoria Ñ (Z varía de una muestra a otra) y los valores 
muestrales del carácter x,, +» Tn, como magnitudes 
aleatorias independientes igualmente distribuidas X, 
=. e Xa (estos números también varían de una mvest 
En otras palabras, la esperanza matemática de cada 
una de estas magnitudes es igual a a y la desviación cuadrá- 
tica media es g. 
Admitivem domostración que si la magnitud alea- 
ia X está distribuida normalmente, la media muestral X 
por observaciones independientes también está 
da normalmente. Los parámetros de la distribu- 
ción de Y son siguientes (cap. VIII, $ 9% 


Supongamos q 


a 


M(X)=a, o(X) 


Necesitamos que se cumpla la correlación 
P(X—a]<8 


donde y es la fiabilidad prefijada 
Utilizando la fórmula (cap. XII, $ 6) 


P(X—al<)=20 ($), 


sustituyendo X por X y o por o (X)= w obtenemos 


P4Z-a]<5=20 (242) =20 (0, 


donde 1=2Y7 


a 


Halando de la última igualdad $ 
escribir 


podemos 


P (Z—al< t) =20(0. 


A partir de quo Ja probabilidad # está profijada y es 
igual a y, finalmente tendremos (para obtener una fórmula 
de tabajo, la media muestral la desígnamos nuovamente 
por 2): 


<a<z+ tz) =W ()=y. 


La correlación obtenida nos dice que: con la fiabilidad y 
so puede afirmar que el intervalo confidencial (E: Y 
Ha) recubre el parámetro incógnita a; la exactitud 
de estimación b=t-. 


De este modo, el problema planteado antes está comple- 
tamente resuelto. 


Cube agregar que el número £ se determina de la igual 
20 () = y. o bien D() =}; por la tabla do la función 
de Laplace (suplemento 2) se halla el argumento £, al que 
corresponde un valor de la función de Laplace 


Nota, 4. La estimación |F — a] < 1 se Mama clásica. De Ja 


Vi 


la 81-42. que dotermina la exactitna do la cat 


fórm 


ve pueden hacer las deducciones siguientes: 

4) al aumentar el volumen de la muestra n el u 
por lo tanto, so eleva la exactitud de la estimación 

2) el incremento de la fiabilidad de la estimación y= 24 (9) 
da lugar al aumento de £ (0 (^) es una función creciente) y, por consi- 
pricate, también al aumento do $; en otras palabras, ol incremento de 
a fiabilidad do estimación clásica conduco a la disminución de su exac- 
tud. 


Ejemplo. La magnitud aleatoria X Lieno distri 
normal con desviación cuadrática media conocida o 
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Hallar los intervalos confidenciales para estimar la espe- 
ranza matemática incógnita a según la media muestral Z, 
si ol volumen de la muestra n=36 y la fiabilidad de estima- 
ción es y = 0,95. 

soLucioN- Hallamos t. De la correlación 20 (1) = 
= 0,95 obtonomos P (t) = 0,475. Por la tabla (suplomon- 
to 2) hallamos 


t= 4,90. 
Mallamos la exactitud de estimación: 


seira. 


Los intervalos confidenciales son: 


(F —0.98; 74-0,98). 


Por ejemplo, si z = 4,1, el intervalo confidencial tiene los 
siguientes límites do confianza: 


I—0,98=4,1—0,98=3,12; 
740,98 = 4,1 +0.98 =5,08. 


Por consecuencia, los valores del parámetro incógnito 
a, que concuerdan con los datos de la muestra, satisfacen 
Ja desigualdad 
3,12 < a < 5,08, 


Cabe hacer notar quo sería erróneo escribir 
P (3,12 < a < 5,08) = 0,95 


En efecto, dado que a es una magnitud constante, o bien se 
icuentra on el intervalo hallado (on tal caso ol suceso 
3,42 < a < 5,08 es cierto y su probabilidad es igual a la 

nidad), o bien no se encuentra on él (en ese caso ol suceso 
3,12 < a < 5,08 es imposible y su probabilidad es igual a 


ja muestra a otra 
fiabilidad profijada. La 
fiabilidad y += 0,95 indica que si se ha realizado un número 


2 


suficientemente grande de muestras, el 95% de ellas deter- 
mina tales intervalos confidenciales, en los cuales el pará- 
metro está realmente contenido; sólo en el 5% de los casos 
puede salir de los límites del intervalo de confianza. 


Noia 2. Si hay que estimar la esperanza matemática y se conocen 
previamente la exactitud ô y la fiabilidad y, el volumen mínimo de la 
muestra que garantiza esta exactitud se halla por la fórmula 


ot 
E 
(resultado de la igualdad smia) 


$16. Intervalos de confianza para estimar la esperanza 
matemática de distribución normal para o incógnita 


Supongamos un conjun- 
to general está distrib normalmente; además, la des- 
viación cuadrática media o es incógnita. Hay que estimar 
Ja esperanza matemática desconocida a mediante los inter- 
valos de confianza. Desde luego, es imposible utilizar los 
resultados del párrafo anterior, en el que g se supone cono- 
cida. 

Resulta que por los datos de la muestra se puede formar 
la magnitud aleatoria (sus valores posibles los designaremos 
por 0, 


que tiene la distribución £ de Student con k = n — 1 grados 
do libertad (vénse la explicación al final del párrafo); aquí 
Y es la media muestral, S es la desviación cuadrática media 
acorregida», n es el volumen de la muestra. 

Lo función diferencial de la distribución £ de Student 


summer Ey, 


r(3) 


donde BL —— 2 r- 
vE 
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Como podemos apreciar la distribución £ de Student se 
determina por el parámetro n, o sea, el volumen de la mues- 
tra (o lo igual, por el 

nde de los parámetros incógnitos a 
y o; esta particularidad es su gran mérito). Puesto que 
$ (1, n) es uva función par de t, la probabilidad de que se 


cumpla la desigualdad 2 | <y so determina así 


Ea 


(cap. XT, $ 2, nota): 
ty 

”( jaja ij S(t, njdt=y. 
v : 


aldad entro paréntesis por la doble 
te, obtenemos 


Sustil 


designa 


yendo | 
dad equiv: 


(x- 


<a<X4ty, 


Do este modo, mediante la distribución £ de Student 
hemos hallado el intervalo coañid qn 
va 


que recubre el parámetro incógnito a con la fia 


dad y. Aquí las maguiludes aleatorias Ñ y S están reemplaza- 
das por las magnitudes no aleatorias 7 y s halladas por la 
muestra. Por la tabla (suplemento 3), por z y y dados se 
puede hallar ty. 

Ejemplo. Él 
generat está 


ter cuantitativo X de un conjunto 
ido normalmente. Por la muestra de 
valomen n = 16 se halló la media muestral 7 = 20,2 y la 
desvie tica media scorregida» s = 0,8. Estimar 
la esperanza matemática desconocida mediante el intervalo 
cuuficloncial con la Fiabilidad 0,95 
SOLUCION. Mallamos fy. Utilizando la tabla (suple: 
meulo 3) por y =0,95 y r = 16, obtendremos 4 = 2,13, 
Encontramos los límites confidenciales: 


02 19,774, 


æ a 0,8 
Eht 2024248 iz 20,628. 


Así pues, con la fiabilidad 0,95 el parámetro incógnita a 
está contenido en el intervalo de confianza 19,774 < a < 
< 20,626. 


Nota. De los correlaciones límites 
a 
f; 


g 


maye li 


se deduco que al crecer ¡limitadamente el volumon de la muostra a 
la distribución t de Student tiende a la normal. Por eso, cuando n > 30 
se puedo utilizar la distribución normal en lugar do la distribución 
£ de Student. 


Sin embargo, es importante señalar que para pequeñas 
muestras (n < 30), en especial para pequeños valores de n, 
el reemplazo de la distribución por la normal da lugar a erro- 
res groseros, precisamente, a un estrechamiento injustifi- 
cado del intervalo confiden: al aumento de la 
exactitud de estimación. Por 


en tanto que ntil 
2,58, o sea que el intervalo confidencial en el último 
a más estrecho que el hallado por la distribución 

£ de Student. 

El hecho de que la distribución £ de Student da resultados 
no del todo determinados para una muestra pequeña (inter- 
valo confidencial amplio), en general no significa que el 
método £ de Student sea inseguro: esto se debe a que una 
pequeña muestra, naturalmente, contiene poca información 
sobre el carácter que nos interesa. 

Explicación. Antes se dijo que (cap. XII, $16) si Z 
es una magnitud normal cuando A(Z) =0, 0(2)=1, 
y V es una magnitud independiente de Z distribuida por la 
ley do y con k grados de libertad, la magnitud 

Z 


Tæ (9) 
Y? i 


está distribuida por la ley £ de Student con X grados do 
libertad. 

Supongamos que el carácter cuantitativo X de un conjun- 
to general está distribuido normalmente, siendo M (X) = a, 
o (X) = o. Si de este conjunto so extrae una muestra de 
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volumen x y por ella se hallan los medias n 
puedo demost 1 
normalmente; u 


estralos, se 
slistrih 


$ 


n normal, e 

do argumento normal Xm (cap. XI, $ 10, nota) 
jempo À/ (2) = 0, a (Z) = 1 

Se lia demostrado quo l 


V=l 


lineal 
; al mismo 


Wl aleatoria 


a te) 


independicute de Z (S* es la dispersión muestral corregida) 
está distribuida por la loy de %* con k = n — 1 grados do 
libertad. 
Por lo tanto, poniendo (**) y (***) en (*) obtenemos la 
magnitud 
Va 


Xn 


T=L 


Ej 


io está distribuida por la loy £ de Studont con k = n — 1 
grados do libertad. 


$ 17. Estimación del valor real de la magnitud a medir 


Supongamos que se realizan z mod 
de igual precisión de cierta magnitud fisi 
real a no se conoce. Los resultados do las mediciones indi- 
viduales los consideraremos como magnitudes aleatorias 
An Xa +01 Xn. Estas magnitudos son indopendientes 
(mediciones indcpomlientos), “tienen la misma esporas 

a a (valor roal de la magnitud -que so midi 

es a? (mediciones do igual procisión) y 
«istrilmidas normalmente (esta suposición es confir- 
por la experiencia). Por consiguiente, todas las 
hipótosis hechas al deducir los intervalos confidenciales 
en los dos párrafos precedentes so cumplen y, por lo tanto, 


indopendientes 
, cuyo valor 
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tenemos razón de utilizar las fórmulas obtenidas on ellas. 
En otras palabras, el valor real de la magnitud a medir so 
puede estimar por la media aritmética de los resultados do 
Jas mediciones individuales medianto los intervalos de con- 
fianza. Ya que generalmente ø es una incógnita hay que 
utilizar las fórmulas del $ 16. 

Ejemplo. Por los datos de nuevo mediciones indepen- 
dientes de igual precisión de una magnitud física se ha 
hallado la media aritmética de los resultados de las medicio- 
nes individuales 7 = 42,319 y la desviación cuadrática 
media «corregidas s = 5,0. Hay que estimar cl valor real 
de la magnitud quo se mido con fiabilidad y = 0,95. 

soLuciox. El valor real de la magnitud que so mide 
es igual a su esporanza matemática. Por lo tanto el probloma 
so reduce a estimar la esperanza matemática (para o incó- 
gnita) mediante el intervalo confidencial 


Il <a <T: 2, 

Vi +7 

que recubre a con la fiabilidad prefijada y =0, 

Utilizando la tabla (suplemento 3) por y 
2,31 


= 9, hallamos fy == 2.31. 
Hallamos la exactitud de estimacii 


=3,S5, 


PES EE 
Y 


Mallamos los límites de confianza: 
ty ij 2319 3,85 = 38,409; 
e, De ai 
Et tryg 2319 + 3,55=40,108, 
De esto modo, con fiabilidad do 0,95 el valor real de la 
magnitud que se mide está dentro del intervalo de confianza 
38,469 < a < 46,169. 


$ 18. Intervalos de confianza para estimar la desviación 
cuadrática media a de una distribución normal 


Supongamos que el carácter cuantitativo X de un conjunto 
eral está distribuido normalmente, Se necesita estimar 
la desviación cuadrática media general desconocida o por la 
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desviación cuadrática media muestral «corregida» s. 
sos de hallar los intervalos confidenciales que recubren el 
parámetro o con la fiabilidad dada y. 

Necesitamos que se cumple la correlación 


Pllo—s¡<Ó) =y, 


o bien 
P6—=6<0<s+08=y 
Para poder utilizar la tabla transformamos la doblo 
desigualdad 
s—6<o0o<s145 
en la desigualdad equivalente 


(1-4) <o<s(142). 
mlo È = q, obtenemos 

s(a <s + g) (5) 
imos en el examen la 


llar g- 
d aleatori: 


donde n es cl volumen de la muestra. 
Como se indicó [$ 16, explicación, correlación (***)] Ja 
magnitud SEEN está distribuida por la ley de 72, 
por esto su raiz cuadrada so designa por y. 
La función diferencial de la distri y tiene la for- 
ta (véase explica á 


no depende del parámetro 
que se estima a, sino depende solamente del volumen de la 


Muestra me 
ranstormemos La desigualdad (*) de tal modo que tome 
Ja forma 


MLLE 
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La probabilidad de que esta desigualdad (cap. XI, $2) 
sea igual a la probabilidad prefijada y, es decir 


j Rix, ndg=y. 
ES 


(proma quo g< 1, la desigualdad (*) la escribimos 
así: 


1 1 1 
TUFA ST Ara 


ndo todos miembros de la desigualdad por 


V ¿ss Yi V 


TFS g Ta 


o bien 


La probabilidad de que esta desigualdad 
también la desigualdad (*) ejuivalente a el 
igual a 


por do tanto, 
so cumpla. es 


por n y y prefijados. Prác- 
ticamento, para hallar q se utiliza la tabla (suplemento 4). 

Calculando por la muestra s y hallando por la tabla q 
obtenemos el intervalo confidencial buscado (*) que recubre 
a con la probabilidad dada y. es decir, el int 


s(1—-9<0<s(1+0). 


Ejemplo 1. El carácter cuantitativo X de un conjunto 
general TAA distribuido normalmente. Por la mues 
volumen n = 25 se halla la desviación cuadrática met 
«corregida» s = 0,8. Hallar el intervalo de confianza que 
recubre la desviación cuadrática media general g con la 
fiabilidad 0,95. 
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soLuuioN. Por la tabla (suplemento 4) «según los 


datos y = 0,95 y n =25 hallamos q = 0,32. 
El intervalo dle confianza buscado (*) es: 
0,8 (1 — 0,32) < o < 0,8 (1 + 0,32), 
o bien 


0,544 < o < 1,056. 


ntes se supuso que 9 < 
(teniomla en cuenta q 


q > 4, da desigual 
m 


o<o <ta 
o bion (ilespués de transformaciones análogas al caso g < 1) 


VE cico. 


Por lu tonto, los valores de q > 1 pueden ser hallados de La e 


ión 


yócticamente pora hallar los calores de 7 > 1, correspondientes 
a distintos n y y prolijados, se utiliza la tabla (suplemento 4}. 


Ejemplo 2. El carácter cuantitativo X do im conjunto 
genoral está di ido normalmente. Por nestra de 
volumen n = 10 se halló la desviación cuadrática media 
«corregida» s = 0,16. Hallar el intervalo confidencial que 
recubre la desviación cuadrática media general o con la 
fiabilidad 0,999, 
soLucion. Por la tabla (sumplemento 4) según los 
0,999 y n=10 dados hallamos g = 1,80 (9 > 1). 
intervalo de confianza buscado es: 


0<o0<0,16 (1 + 1,80) 


o bion 
0<0<0,448. 


Explicación. Demostramos qui 
distribución y, tieno la forma (* 
Si la magnitud aleatoria X está distribuida por la loy de 
Y con k =n — 1 grados de libertad, su función diferen- 


100960 m 


función diferencial de 


cial es (cap. X]I, $ 13) 


E. 
žr (4) 


o bien, después do sustituir 4 = n — 1, 


mz 


Iae 


2r( 


Utilizamos la fórmula (cap. XUL, $ 40) 
g (D = fib WN- w) 


para hallar Ja di 
1% > 0). De 


zet = 
Y= 


y 


Puesto que 
2. >0, tendremos que |4" (1) = 2. 
Por lo tanto, 


20) =P ICY 00 1= 
2T p S5 
Cumpliendo transformaciones elementales y sustituyendo 
g (4) por R (x, n), finalmente obtenemos 


$ 19. Estimación de la exact 


En la teoría de los errores la precisión do las mediciones 
(ps m del instrumento) se admite en caracterizar median- 
to la desviación cuadrática media ø de los errores alentorios 
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Ai 
Ja teoría expuesta en 
estimación de las mediciones. “ si 
emplo. Por 45 mediciones de igual precisión se halló 
h cuadrática media ecorrogid - Hallar 
las mediciones con la fiabil 
Wl de las mediciones se carac- 
sadrática media o de los errores 
se reduce a hallar el 


lidad 0,99 dada. 
Por la tabla (suplemento 4) según y = 0,99 y n = 15 
hallamos y = 0.73. El intervalo confidencial buscado es: 


0,12 (1 — 0,73) < a < 0,12 (1 + 0,73), 


o bien 
003<0<0 21. 


$ 20. Otras características de la serie de variación 


Adei 


uesteal y la dispersión muestral 
rueterísticas de la serie de varia- 
importantes de ell; 
La variante que tiene frecuencia máxima se lama 
moda (1). Vor ejemplo, para la serio 


variante 1 4 7 9 
frocuencia 5 1 20 6 


Ja moda es igual a 7. 

La variante quo divido la serio de variación en dos par- 
tes, iguales en númeró de variantes, se llama mediana me. Si 
el número de variantes es impar. es decir n = 2% + 1, tondre- 
mos que me = pa; cuando es par n = 2k la mediano es 


PEA 
e = AL 
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Por ejemplo, para la serio 
23567 
la mediana es igual a 5; para la serie 
235679 


la mediana es igual a ŠŻË 


La diferencia entre las variaciones máxima y minimo 
se Mama amplitud de variación R: 


= 55 


H — Tms — Fot 
Por ejemplo, para la serie 
13456140 
la amplitud es igual a 10 — 1 = 9. 
La amplitud es una característica elemental slo disper- 
sión de la serio de variación. 
La medi itmética de las desviaciones absolutas se 
llama desviación absoluta media O: 
mlz 
o= Dultiiat 
Da 


Por ejemplo, para la serie 


tenemos. 
414-10-345-0-41-40 _ 50 
E 
Ostii 10-134 145-164 141-1104] 22,2, 


Lo desviación absoluta media sirve para la caracteristica 
de dispersión de la sorio de variación. 

La relación entre la desviación cuadrática ia muestral 
y Jo media muestral, expresada en tantos por ciento, se lama 
coeficiente de variación V: 


Y=22.100%. 
Ta 
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El coeficiente de variación sirvo para comparar las magni- 
o Jas dispersiones de dos series de variación: aquella 
dudas series cuyo coeficiente de variación es mayor, tione 
mayor dispersión. 
ota. supuso quo la serie de variación está formada 

o e e or eo todas los caracteristicas descriptas 30 
o e aer si la serie de variación está formada por los datos de 
un conjunto general, las características se laman genera! 


Problemas 
lar las medias de grupo de un conjunto compuesto de dos 


primer grupo z; 0.4 0,4 0,6 
. 32 08 
segundo grupo z; 0,1 0,3 0.4 
mos 4-6 


Respuesta 3,=0,44; 23=0, 


2. Hallar la media general según los datos del primer problema por 
dos métodos: a) uniendo ambos grupos en un conjunto; bi utilizando 
las medias de grupo halladas cu el primer problema. 


Respuesta 3=0,29. 
3. Dada la distribución de un conjunto estadístico 
2.145 
“ens, 


verificar que la suma de los productos de las desviaciones por las co- 
rrespondiontes frecuencias es igual a cero. 


5. Dada la distribución de un conjunto estadístico 
2 5 74045 
a19 15 20 5 
hallar la dispersión del conjunto: a) partiendo de la definición de dis- 
porsión; b) utilizando lo fórmula D = P — [5] 
Respuesta D = 9,84. 


5. Hallar las disporsiones dentro de grupo, entre noral 
do un conjunta e papa o o EPEa 


(PER E 
m 30 45 5 
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segundo grupo zp 1 6 


m 10 15; 
tercer grupo m 3o S 
m 20 5. 


Respuesta Daen. gru ™ 


Dent gru = 1; Den = 546. 
©. Hallar las dispersiones dontro de grupo, entre grupas y general 


de un conjunto compuesto de dos grupos" 
primor grupo xy 2 7 
mood 
segundo grupo y 2 7 
m28 


Mespuesto Dion pra = 5% Dent gra 


7. Mal 
variaci 


i Jas dispersiones muestral y corr 
ym puesta por los datas do las muestras 


variante 1 2 5 39 
frecuencia 3 4 G 4 4 
Respuesta oh=8A; $ =8,84. 
En los problemas $ y 9 se dan la desviación cuadrática media, 
nuestral y el volumen de la muestra del carácter distribu: 


swewalmento, Hallar los intervalos de confianza para timar La esper 
nza matemática incógnita con la fiabilidad dado. 


8. o =2, Tm = 540, n=10, y = 0:5, 
Respuesta 446 < a < 8,04. 


9. a= 3, Tp = 20,12, n= 25, y= 0,0. 

Respuesta 18,57 <a < 24,67. 

10. Hallar el volumon minimo de la muestra, pora el cual 
fiabilidad 0,95 la exactitud de estimación de la esperanza matemática 
del carácter distribuido normalnu la modi, å 


Respuesta n= 385. 


En los problemas 41 y 12 so dan la desviar 
«corregidas, la media muestral y el volumen de una y 
sel carácter distribuida normalmente. Hallar mediante 
se Student los intervalos confidenciales pora estimar lo esperanza 
matemática incógnita con la fiabilidad d: 
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4, s= 1,5, Fm = 16,8, n= 12, y= 0,95. 
Respuesta 15,85 < a < 17,75. 

12. s= 2,4, Em = 14,2, n = 9, y = 0,99. 
Respuesta 14,512 < a < 16,888. 


13. Por los datos de 16 mediciones de igual precisión independien- 


tos de una magnitud física ostán ‘hallados zm = 23,161 y s = 0,400. 
So necesita estimar el valor real a de la magnitud que se nido y la pre- 
cisión de las mediciones o con la fiabilidad 0,95. 


Respuesta 22,948 < a < 23,874; 0,224 < o < 0,556. 


Capítulo diez y siete 


METODOS DE CALCULO DE LAS CARACTERISTICAS 
GENERALES DF UNA MUESTRA 


$ 1. Variantes condicionales 


Supongamos qu 
puestas en orden cre 
de variación. 
Las vario tna progresi 
diferencia de an equidistantes. 
Las variantes determinadas por la i 


variantes de la muestra están dis 
nte, es decir, en forma de una 6 


u= 


donde C es un cero accidental (nuevo origen de lectura); 
h es el paso, es decir, la diferencia entre dos varian- 
tes originales contignas cualesquiera (nueva uni- 

dad de escala), 

se Maman condicionales. 

Los métodos simplificados de cálculo de las caracterís 
ticas generales de una muestra se basan en la sustitución 
de las variantes originales por las condicionales. 

Demostraremos que si la serie de variación se compone 
de variantes equidistantes de paso h, las variantes condicio- 
nales son múmeros enteros. En efecto, tomemos como cero 
accidental una variante arbitraria, por ejemplo Zip. En tal 


aT 


caso 


u= 


a p att ikta i 


En virtud de que £ y m son números enloros, su dife 
cia i — m = u también es un número entero. 


ota 4. Como cero accidcatal so puedo tomar cualquier variato. 
[s máxima do los cálculos so logra cuando se toma como coro 
accidental la va ¿que se encuentra aproximadamento en el contro 
de la serie de Variación (de ordinarios Ll variante Llego TOOMA 
máxima). 

Nota 2. A la variante que so toma como cero accidental lo corres- 
ponde la variante condicional, quo es igual a cero. 


jemplo. Hallar das ales condicionales de una 
distribución estadística 
variantes 28,6 28,6 33,6 28,6 43,5 
frecuencias 5 20 50o 15 10. 
soruciox. Tomemos como cero accidental la variante 33,6 
{esta variante se encuentra en el centro de la serie de va- 
Tinlamos el paso 
= 286—236- 5. 
Hallamos la variante condicional 


a-e 26—336 
AS 


Análogamente obtenemos 
u,=—i, u =0, 


Como podemos apreciar Jas variantes condicionales son 
pequeños números enteros. Indudablemente, operar cou 
ellas es más sencillo que con las variantes originales. 


$ 2. Momentos empíricos ordinarios, iniciales y centrales 


Para calcular las características generales de una mues- 
tra conviene utilizar los momentos empíricos, determinados 
do manera análoga a los correspondientes momentos Loó- 
os (cap. VIH, $ 10). A diferencia de los momentos Le- 
ricos, los empíricos se calculan por los datos de observacio- 
nes. 
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Su llama momento empírico ordinario de orden k el valor 
modio de Jas diferencias z; — c de potencias de 


Mio Da Lia 


donde z, es la variante que so observa, 

ny es la frecuencia do la variante, 

n = Bin, es el volumen de la muestra, 

€ es un número constante arbitrario (cero accidental). 

So llama momento empírico inicial de orden k el momento 
ordinario de orden le cuando e = 0 


Ma -2r . 


En partienlar, 


Ta, 


es decir, el momento empírico do primer orden es igual a la 
media muestral. 
Se llama momento empírico central de orden k el momento 


ordinario de orden k para c = Tm 


ny (zi — Fm) 
P a 


En particular, 


lr (>) 


o central de segundo orden 


Los momontos centrales so expresan fácilmente por los 
ordinarios (recomendamos a los lectores hacerlo individual- 
mente): 


mM: MY (+9) 
ma M5— 321,4 42 (M; ) 
4MM, 4604, (m2 3 (atp Ce) 
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$ 3. Momentos empíricos condicionales. Obtención 
de los momentos centrales por los condicionales 


El cálculo de los momentos centrales es bastante volu- 
minoso. Para simplificar los cálculos so reemplazan las 

variantes originales por las condicionales. 
Se lama momento empírico condicional de orden k el 
de orden k, calculado para las variantes 


De aquí 
Ta=Mih+ e. (9) 


Por consiguiente, para hallar la media muestral es sufi- 
ciente calcular el momento condicional de primer orden, 
multiplicarlo por } y sumar al resultado el cero accidental e 

Expresemos los momentos ordinarios por los condicio- 
nales: 


De aqui 


Mi= Mh". 


De este modo, para hallar el momento ordinario de orden le 
es suficiente multiplicar el momento condicional de igual 
orden por Aë. 

Obtenidos los momentos ordinarios se hallan 
los momentos centrales por las igualdades (**) y 
párrafo anterior. En suma, obtenemos fórmulas conv 
para los cálculos, que expresan los momentos centrales 
por los condicionales: 


(arpa, +) 
my= [M3 —3M3AN +2 (MIP; ) 
mi= 0074903507455 MSM] C 


En particular, on virtud de (**) y la correlación (*) del 
párrafo precedente obtenemos la fórmula para calcular la 
dispersión muestral por Jos momentos condicionales de 
primer y segundo órdenes 


Do = |M} 


(MIPIR. 


La técnica de los cálculos de los momontos centrales por 
las condicionales se describe más adelante. 


$ 4. Método de los productos del cálculo de la media 
y Ja dispersión muestrales 


Fl método de los productos da un medio convoniente 
dle cálculo de los momentos condicionales de diferentes 
lenes de n variantes equidistan= 
les. Subiendo los momentos condicionales se hallan fácil- 
mente los momentos empíricos iniciales y centrales que nos 
interesan. En partienlar, por el método do los productos 
es conveniente calcular la media muestral y la dispersión 
útil emplear la tabla de cálculo formada del 


1) en la primera columna de la tabla se escriben las 
variantes muestrales (originales), disponiéndolas en orden 
erocionte; 

2) en la segunda columna se escriben las frecuencias de 
la variante; so ponen todas las frecuencias y su suma (volu- 
mon de la muestra n) se coloca en la casilla inferior de Ja 
columna; 
en la tercera columna se escriben las variantes condi- 
cionales 11, = ZE; además, como coro accidental C se 
toma la varianto de frecuencia” máxima y se supone % 
igual a la diferencia entro dos variantes contiguas cua- 
lesquiera; prácticamente ln tercera columna se llena así: 
en la casilla de la linea que contiene ln frecuencia máxima 
se escribo el 0; on las casillas encima del cero so escriben 
sucesivamento —1, —2, —3, etc., y debajo del cero 4, 2, 
3, ete; 

4) so multiplican las frecuencias por las variantes condi- 
cionales y sus productos nyir; se escriben en la cuarta colum- 
sumando todos los números obtonidos, su suma Y) nu, 
se pone en la casilla inferior de la columna; 
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lican las frecuencias por los cuadrados de las 
es condicionales y sus productos n,ui se escribon on 
la quinta columna; sumando todos los números obtenidos, su 
suma J muĝ se coloca cu la la inferior de la columna; 

6) se multiplican las frecuencias por los cuadrados de las 
variantes condicionales aumentados en una unidad, y los 
productos n (r, + 1)? se escribe en la sexta columna; suman- 
do los números obtenidos, su suma Sn, (u; + 4) se coloca 
en la casilla inferior de la columna. 


Nota 1. Conviene sumar por separado los números negativos de li 
cuarta columna (su sama -1y s escribo en a casilla de la Iinea que co 
tione la frecuencia máxima) y los positivos (su suma Az se escribi 
la penúltima casilla de la columna); en t 
Nota 2. Al coleular los productos 
números nay de la cuarta col 
Nota 3. La sexta columna 


ja 3. Como cero accislental te puede tomar cualquier variante, 
no es obligatorio Lom: nte de frecu 
como se dijo en el p- 3. l'or ejemplo. si la vas 
ii ja se encuentra en las primeras o úl 
na 2, lo más conten:ente es tomar como cero occidental la cariante que 
se encuentra aprozimodamente en el centro de la columna. 


Después de completar la tabla de cálculo y verificar la 
corrección de los cálculos, se procede al cómputo de los' 


Sue 
Ma2. 


Finalmento se calculan la media y Ja dispersión muestra- 
les por las fórmulas (*) y (****) $3: 
Tn=Mi-k4-C, 
=M} (Mih. 
Ejemplo. Hallar por el método de los productos l:t 


media y la dispersión muestrales de la siguiente distribu ~ 
ción estadística: 


varian! 0,2 10,4 10,6 10,8 11,0 41,2 11,4 11,6 11,8 12,0) 
frecuencia: 2 3 8 13 2 20 12 10 6 4 
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soLucion. Formamos la tabla de cálculo, para ello: 

4) escribimos las variantes en la primera columna; 

2) escribimos las frecuencias en la segunda columna; 
la suma de las frecuencias (100) la colocamos en la casilla 
inferior de la column: 

3) como cero accidental tomamos la variante 14,0 (esta 
variante tione la frecuencia máxima); en la casilla de la 
lorcora columna, correspondiento a la línea que contiene 
la frecuencia máxima, escribimos el 0; sobre el cero sucesi- 
vamente —f - y debajo del cero 1, 2, 3, 4, 5; 

4) los productos «e las frecuencias por las variantes 
condicionales los escribimos cu la cuarta columna; hallamos 
por soparado la suma (—46) de números negativos y por 

mdo la suma do números positivos (103); sumando 
esios números, su total (57) lo colocamos en la casilla infe- 
vior do la columna; 

5) los prod 


tos do las frecuencias por los cuadrados de 
Jos escribimos en la quinta 
meros de la columna (383) la 
colocamos en la casilla inferior de la columna; 

6) los productos de las frecuencias por los cuadrados de 
las varientes condicionales incrementados en la unidad, los 
escribimos en la sexta columna de control; la suma (597) 
do los números de la columna la colocamos en la casilla 
inferior de la columna. 

Como resultado obtenemos la tabla de cálculo 7. 


ión: Dni4+2 na, + n=383 ++ 2-574100= 


7. 


u (u; + 19? 
Los cáleulos sow correctos. 
Caleulemos los momentos condicionales de primer 

y segundo órdenes 


A 


mu S 


= 007051: 


383 S 
mT 3,83. 


Hadlamos el paso: A 10,4 — 40,2 = 0,2. 
Caleulamos la media y la dispersión muestrales buscadas: 


Mj-h4C=0,57-0,2411,0=11,1; 


Fm 
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Pabla 7 


$ 5. Reducción de las 


E -| n | mt moto 
10,2 2] -8 | a 18 
10,4 [> — | 27 3 
m6 o [| -= | œ s 
10,81 13 | — -13 | 13 | o 
25 
20 80 
“ | 108 
EJ 160 
s% 150 
» 36 

Dutu + 1950507] 


riantes originales a equidistantes 


Antes se expuso el método do cálculo de las caracteris- 


ticos muestrales para las v: 


ntes equidistantes. Como 


regla, en la práctica los datos de observaciones no serán 
números equidistantes. Naturalmente, surge la pregunta: 
¿acaso no se podría reducir el cálculo de los valores obser- 
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del carácter al coso de las variantes equidistantes 
le la correspon msformación? Hesulta que 
so puedo. Con este propósito el intervalo, en el que se encuen- 
tran todos los valores observados del carácter (variantes 
originales), so divide en varios intervalos parciales iguales. 
(Prácticamente en cada intervalo parcial deben caer no 
menos de 3—410 variantes originales.) A continuación se 
hallan Jos centros de los intervalos parciales, los que forman 
precisamente la sucesión do variantes equidistantes. 

Como frecuencia de cada «nueva» variante (contro del 
intervalo parcial) se utiliza el número total do variantes 
les «que caen en el intervalo parcial correspondiente. 

claro que el reemplazo de las variantes originales 

por los intervalos parciales da lugar a errores 
(las variantes originales de la mitad izquierda dol intervalo 
incrementadas, en tanto que las variantes de 
ad dorecha serán disminuidas), sin embargo ostos 
errores serán amululos, puesto que tienen distintos signos. 
Ejemplo. Un conjunto muestral de volumen n= 100 
está prefijado por la tabla $. 


vadi 


Tabla 8 
“ | 5: | m | “w l “ | m 
5,00 1 1,19 2 1,37 6 
1,03 3 1,20 4 1,38 2 
4,05 6 1,23 4 1,39 1 
1,06 4 1,25 3 1,40 2 
4,08 2 1,20 4 1,44 3 
1,10 4 1,29 4 1,45 3 
142 3 1,30 6 1,46 2 
4,45 6 1,32 4 1,49 4 
4,16 5 1,33 5 1,50 2 
Formar la distribución de las variantes equidistantes, 


surucios, Dividimos ol intervalo 1,00—4,50, por 
ejemplo, cu los 5 intervalos parciales siguientes: 1,00 — 1,10; 
1,10—4,20; 1,20—1,30; 1,30—1,40; 1,40—1,50. 
Tomando los centros de los intervalos parciales como nuevas 
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variantes y; obtenemos las variantes equidistantes: 
Y 405 ya= 1,15; y = n= 1,35 ys 1,4. 
Hallamos la frecuencia de la variante yy: 

m=t+34 64442418, 


(Puesto que la variante original 1,10 es al mismo tiempo 
final del primer intervalo parcial y principio del segundo, 
Ja frecuencia 4 de esta variante está dividida en partes i 
les cutre ambos intervalos parciales.) 

Jallamos la frecuencia de la variante yy: 


m=14346454+244=20. 


Análogamente calculamos las frecuencias de las demás 
varian 


4 


m=; m=; 1m=i5 


En conclusión obtenemos la siguiente distribución de 
las variantes equidistantes: 
4,15 1,25 1,35 1,45 
2 5 2 45 
jo recomendamos al lector comprobar 


las dispersiones muestrales calculadas 
ales y equidistantes resultan, respec- 


m 
A título de ejer 
que las medias 
por las variantes ox 
tivamente, iguales a: 
Ēa=1,250; — Ya=1,26; 

Dz=0,018; — D,=0.017. 


Como podemos apreciar, el reemplazo de las variantes 
originales por las equidistantes no dio lugar a errores sustan- 
ciales; en esto caso se reduce bastante el volumen del cál- 
culo. 


$ 6, Frecuencias empíricas y de igualación (teóricas) 
A. Distribución discreta 

Examinemos una magnitud aleatoria discreta X cuya 
ley de distribución está desconocida. Supongamos que se 
hon realizado n exporimentos, en los cuales la magnitud X 
tomó m, veces el valor z,, m, veces el valor Zy, +.., Ma 
veces ol valor za; asimismo Dn = n. 
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Se ilaman frecuencias empíricas las Srocuencios observa- 
das prácticamente my. 

Admitamos tener fundamentos para suponer que la 
magnitud, que se estudia X, está distribuida por cierta ley 
doterminada. Para verificar si esta suposición concuerda 
con los datos de las obsorvaciones se calculan las frecuencias 
de los valores a observar, es decir, se halla teóricamente 
cuántas veces la magnitud X tendría que tomar cada uno 
de los valores que se observan si ella está distribuida por 
una ley hipotética. 

A diferencia de las frecuencias empíricas observadas 
prácticamente, las frecuencias mí halladas teóricamente 
(por cálculo) se llaman de igualación (teóricas). 

Las frecuencias de igualación so hallan por la igualdad 

mn=nP,, 


donde n es el número de pruebas, 

P, es la probabilidad del valor 
culada suponiendo que X tiene una distribución hipotética. 
Esta fórmula se deduce del teorema de la esperanza mate- 
mática del número de apariciones de un suceso en pruebas 
lependientes (cap. VII, $ 5). 
De este modo, la frecuencia de igualación del valor obser- 
tado z, de distribución discreta es igual al producto del número 
de pruebas por la probabilidad de este valor obsertado. 

Ejemplo. Como resultado del experimento consistente 
de n = 520 pruebas, en cada una de las cnales se registro 
el número z; de apariciones de cierto suceso, se ha obtenido 
la siguiente distribución empírica 

val. obser. xe 0 1 234535506007 

Irec. emp. m 120 167 139 69 27 5 1 L 
Hallar Jas frecuencias de igualación mí, suponiendo que la 
magnitud aleatoria X (conjunto general) está distribuida 
por la ley de Poisson. 

soLucios. Sabemos que ol parámetro A, por el que 
so determina la distribución de Poisson, es igual a la espe- 
ranza matemática de esta distribución. Puesto que como 
estimación de la esperanza matemática se Loma la media 
muestral (cap. XVI, $ 5), como estimación de ¿ se puede 
tomar la media muestral Tm. Por los datos se halla fácil- 
mente que la media muestral es igual a 1,5; por lo tanto, 
se puede tomar À = 1,5. 
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De esta manera, la fórmula de Poisson 


toma la form: 


Psw (k) = 


Utilizando esta fórmula hallamos las probabilidados 
(0, pora, E 0,4: 2, 3,4, 5, 6,7, (para, simpleza 


Ñ la notación en adol e omitimos cl subíndice 520): 

P (0) = 0.2319, PA) = 0,33409. P (2) == 0251024, 

PO) = Odzsstá, P (8) — 0041068, P (5) = 0,014120, 
P = 

ite Ae uslacióa: (los) sitio 

están redondeados hasta la unidad): 


1; =n-P (0) =520-0,22313 —146, 
n =n- P (1)=520-0,33469 =474. 


Análogamente se hallan las demás frecuencias de iguala- 
ción. En resumen obtenemos: 


frecuencia emp. 123 167 130 69 27 5 1 1 
frecuoncia de igua. 416 474 131 65 25 7 2 0. 


La divergencia relativamente pequeña de las frecuencias 
empíricas y de igualación confirma la suposición de que lu 
distribución examinada obedece a la ley de Poisson. 

Cabe hacer notar que si la dispersión muestral se calcula 
por los datos de la distribu resulta que ella es igual 
a la media muestral, es decir, igual a 1,5. Esto corrobora 
una vez más la suposición hecha, ya que para la distribu- 
ción de Poisson A = M (X) = D (X) 


B. Distribución continua 


En el caso de la distribución continua, las probabilida- 
des de los valores posibles individuales son iguales a cero 
(cap. X, $ 2, corolario 2). Por oso todo el intorvalo de valo- 
res posibles se divido on k intervalos no intersecables y so 
calculan las probabilidades P, de que X caiga en el izósimo 
intervalo parcial; a continuación, al igual que para la 
ución discreta, se multiplica el númoro do pruebas 
por estas probabilidades. 
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Asi pues, las frecuencias de igualación de una distribución 
continua se hallan por la igualdad 


m=nPi, 


donde n es el nún de pruebas, 

P; es probabilidad de que X caiga en el i-ésimo inter- 

valo parcial, calculada admitiendo que X tiene la 
distribución supuesta. 

En particular, si existen fundamentos para suponer quo 
la magnitud aleatoria X (conjunto general) está distribuida 
normalmente, las frecuencias de igualación pueden ser halla- 
das por la fórmula 


n= ou). 6) 


dondo n es el número de pruebas (volumen de la muestra), 
h es la longitud del intervalo parcial, 
Gm es la desviación cuadrática media muestral, 


En el $ 7 se da un ejemplo de aplicación de la fórmula (*). 

Explicación. Aclaremos el origen de la fórmula (*). 
Escribimos la función diferencial de la distribución nor- 
mal general 


Ma A ( 


Para a = 0 y o = 1 obtenemos la función diferencial de la 
distribución normada 


is 


o bien, cambiando la designación del argumento, 


ze 
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Voniendo u tendremos 
_ ta 
nz e 
Comparando (**) y (***), deducimos que 
Iet ol. 


i Ja esperanza matemática a y la desviación cuadrática 
modia g son desconocidas, como estimaciones de estos pará- 
metros se toman respectivamento Ja media muestral Zm 
y la desviación cuadrática media muestral gm (cap. XVI, 
$$ 5, 9). En tal caso, 


10=Lo(w, 


donde = 

Supongamos que z, es el centro del i-ésimo intervalo (en 
los que está dividido el conjunto de todos los valores obser- 
vados de la magnitud aleatoria X normalmente distribui 
da) de longitud A. Entonces la probabilidad de que X caiga 
en ese intervalo es aproximadamente igual al producto de la 
longitud del intervalo por el valor de la función diferencial 
Í (æ) en cualquier punto del intervalo y, en particular, 
para z = z; (cap. XI, $ 5): 


Ps=hf (a) 1-0 (u). 


Por lo tanto, la frecuencia de igualación cs 


mi=nPi= 2 (ui). 
donde 
uz, 


om 
Hemos obtenido la fórmula (*). 


$ 7. Trazado de la curva de Gauss por datos experimentales 


Uno de los métodos de construcción de una curva normal 
o de Gauss por los datos de observaciones consiste en lo 
siguiente: 
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4) hallar Zm y Om, Por ejemplo, por el método de los 
productos; 

2) hallar las ordenadas y, (frocuencias de igualación) 
de la curva teórica por la fórmula y 32. 9 (u), donde 
nes la suma de las frecuencias observada, h es la diferoncia 


entre dos variantes contiguas n-i y q()= 
e 
a 
Y Tan los puntos (z;, pı) en un sistema de coordena- 
das cartesianas y unirlos por una curva sua 

La proximidad de las frecuencias de igualación a las 
observadas confirma que la admisión de que el carácter 
estudiado está distribuido normalmento, es correcta. 
are lemplo. Trazar la curva de Gauss por la distribución 
lada: 

variante z; 15 20 25 30 35 40 45 50 55 
frecuencia m 6 43 38 74106 85 30 10 4 

sotucion. Utilizando el método de los productos 
($ 4) hallamos Ta = 35,7. om = 7,38. 

Calculamos las frecencias de igualación (véase la ta- 
bla 9). 


Tabla 9 


= vue 


En la fig. 22 se han trazado la curva de Ganss (teórica) 
por las frecuencias de igualación (señaladas con círculos) 
y el polígono de las frecuencios observadas (señaladas con 


10 20 30 40.50.80" 


Fig. 22 


cruces). Comparando las gráficas se aprecia que la curva 
teórica construida refleja satisfactoriamente los datos de 
las observaciones. 

Para considerar con más certeza que los datos de las 
observaciones evidencian la tribución normal del carác- 
ter, se utilizan reglas especiales (denominadas criterios de 
concordancia), cuyas nociones el lector las encontrará más 
adelanto (cap. XIX, $ 22). 


$ 8. Estimación de la desviación de una distribución 
empírica respecto de la normal. Asimetría y exceso 


Para estimar la desviación de wna distribución empírica 
respecto de la normal (distribución de Gauss) so utilizan 
distintos características, entre las enales se encuentran la 
asimetría y ol exceso. Las definiciones de estas característi- 
cas son análogas a las definiciones de asimetría y exceso 
de la distribución toórica (cap. XII, $ 9) 

La asimetría deuna distribución empírica se determina por 
la igualdad: 
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donde m, es el momento empírico central de tercer orden 
62. 

El exceso de una distribución empírica se determina por 
la igualdad 


m 
aage 


donde m, es el momento empírico central de cuarto orden. 
Los momentos my y m, conviene calcularlos por el método 
de Jos productos ($ 4), utilizando la fórmula (***) del $ 3. 
Ejemplo. Hallar Ja asimetría y el exceso de la distribu- 
ción empírica: 


variante 10,2 10,4 10,6 10,8 11,0 11,2 11,4 11,6 11,8 42,0 
frecuencia 2 3 8 13 25 20 12 10 6 4 


sotuciox. Utilizamos el método de los productos, 
para lo cual componemos la tabla de cálculo. Puesto que 
en el $ 4 ya se indicó como se llenan las columnas 1—5 
de la tabla, nos limitaremos a breves aclaraciones: para 
llenar la columna 6 conviene multiplicar los números de 
cada línea de las columnas 3 y 5: para Menar la columna 7 
conviene multiplicar los números de cada linea de las colum- 
nas 3 y 6. La columna 8 sirve para controlar los cálculos 
por la igualdad: 


Emu +1) na1+4 Y nad + 


Damos lo tabla de cálculo 10. 
Verificación: Y a, (u, + 1) = 9141; 


Brut+4 Eno nt 4 D nu +n = 
= 4079 44-609 46-383 + 4-57 + 100 = 9141. 


La coincidencia de las sumas nos domuestra que los cál- 
culos son correctos. 

En el ejemplo del § 4 se halló pa: 
minada: 


Yna 47 nun. 


la distribución exa- 


Mi=0,57; 3=3,83 Dp=0,14, 
por lo tanto, 


Am = Y 013, 
253 


Hallamos los momentos condicionales de tercer y cuarto 
órdenes: 


Tabla 10 
TEE 
JE 
512 102 
243 48 
128 $ 
13 ES 
z 
2 aw 
192 972 
so | 2550 
1530 3750 
02 1296 
=| Drut] Vos lui + 
07 | Fiyi 0141 


Iallamos los momentos empíricos centrales de tercer y cuarto 
órdenes: 
ma=(M3—3M1M34-2 (413112 = 
= [0,09-—3-0,57-3,83-+ 2-(0,57)"]-0,22= — 0,0007; 
mem (Mi — AMIM +6 (MYP M3 — 3 (M3) ht == 

= (40,79 — 6 -0,57 -6,094 6(0,57)*-3,83 — 3-(0,57)1]-0,2% = 
Ilallnmos la asimetria y el exceso: 

M 0,0007 

anm me = —0,01; 

—3=—0,2. 


asi- T 


m 


Nota. En ol caso de pequeña 
los estimaciones de la asimetrí 
esias estimaciones (véase N. 
Curso de teoría, de las probabi 
Nauka 1965, pág. 277). 


muestras hay que tratar con cuidado 
yel exceso y hallar la exactitud de 
Smirnov e 1. V. Dunin-Barkovski, 
idades y estadística matemática. Ed: 


Problemas 


En los problemas 1-2 se dan las variantes muestrales y sus fre- 
Hallar la media y la dispersión muestrales utilizando el 


xi 10,3 10,5 10,7 40,9 44,4 44,3 44,5 14,7 1,9 12,1 
má 78 40 2 45 42 40 4 5 
Respuesta Zqy=14.19, Dip=0,19. 


m 83 85 87 89 9 93 95 97 99 101 
m6 7424530. 10 8 0 4 2 
Respuesta “zp =90,72, D= 17,20. 
3. Hallar la asimetría y ol exceso de la distribución empírica 
Zi 10,6 10,8 11,0 11,2 11,4 11,6 15,8 
m5 07 wyn e 


Respuesta a,= — 0,0006, ep =0,00004. 


Capítulo diez y ocho 


ELEMENTOS DE LA TEORIA DE LA CORRELACION 


$ 1. Dependencias funcional, estadística y de correlación 


En muchos problemas hay que establecer y estimar la 
dependencia de una magnitud aleatoria Y a estudiar res 
to de una o varias otras magnitudes. Examinemos al prin- 
cipio Ja dependencia de Y respecto de una magnitud aleato- 
m Lo provista) X y luego respecto de varias magnitudes 

a5 
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Dos magnitudes aleatorias pueden estar relacionadas por 
una dependencia funcional (cap. XII, $ 10), o bien por una 
depen de otro género, llamada estadística, o pueden 
sor independientes. 

Raramente se realiza mma dependencia funcional rigu- 
rosa, ya que ambas magnitudes o una de ellas están expuestas 
a la acción de factores aleatorios; además, entre ellos pueden 
haber comunes para ambas magnitudes (por «comunes» aquí 
se sobreentienden los factores que actúan tanto sobre Y, 
como sobre X). En este caso surge una dependencia esta- 
dística. 

Por ejemplo, si Y depende de los factores aleatorios 

La Zn Vis Vos 
y X depende de los factores aleatorios 
La, La, Un, 


entro Y y X existe una dependencia estadística, puesto 
que entre los factores aleatorios hay comunes, es decir, 
La y Za 

La dependencia se llama estadística cuando la variación 

de una de las magnitudes da lugar a la alteración de la 

stribución de la otra. En particular, la dependencia esta- 
dística se manifiesta en que, al variar una de las magnitudes, 
se altera el valor medio de la otra; en este caso la dependen- 
cia estadística se lama de correlación. 

Damos un ejemplo.de una magnitud aleatoria Y que no 
está vinculada funcionalmente con la magnitud X, sino 
lo está correlativamente. Supongamos que Y es una cosecha 
de granos, X es la cantidad de abonos. De iguales parcelas 
de tierra con iguales cantidades de abonamiento se obtiene 
diferente cosecha, es decir, Y no es función de X. Esto se 
debe a la acción de factores aleatorios (procipitaciones, 
temperatura ambiente, etc). Al mismo tiempo, como lo 
muestra la experiencia, la cosecha media es función de la 
cantidad de abonos, es decir, Y está vinculada con X por 
una dependencia de correlación. 


$2. Medias condicionales. Dependencia de correlación 


Precisemos la definición de la dependencia de correla- 
ción, para lo cual introducimos el concepto de media con- 
dicional. 
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Supongamos que se estudia el enlace entre la magnitud 
aleatoria Y y la magnitud aleatoria X. Admitamos que 
a cada valor do X corresponden varios valores de Y. Por 
ejemplo, supongamos que para z, = 2 la magnitud Y toma 
los valores: y, = 6, ya = 10. Hallemos la media 
aritmética eros: 


El número j, se lama media condicional; el pequeño trazo 
sobre la letra sirve para designar la media aritmética y el 
número 2 indica que se consideran los valores de Y que 
correspowlen a 7, + 2. 

Conforme al ejemplo del párrafo anterior estos datos se 
pueden interpretar asf: en cada una de las tres parcelas 


Hlénticas se han esp la 2 ules de a 0 y se han 
obtenido respectivamente 5, 6 y 10 unidades de grano; 
la cosecha media es de 7 unidades correspondientes. 


Se Mama media condicional Y la media aritmética de 
los valores de Y correspondientes al valor de X = z. 

Si a cada valor de z corresponde un valor de la media 
condicional, evidentemente, la media condiciona) es una 
función de z; en este caso se dice que la magnitud aleatoria 
Y depende de X correlativamente. 

Se llamo dependencia de correlación de Y respecto de X 
la dependencia funcional de la media condicional y, respecto 
de z: 


B=i (0). Lo) 


La ecuación (*) so Mama ecuación de regresión de Y en 
X; la función f (z) so llama regresión do Y on X, y su gráfica, 
línea de regresión de Y en X. Ea 

Análogamento se determina la media condicional Z, 
y la depemloncia de correlación de X respecto do Y. 

Se llama media condicional Z, la media aritmética de los 
valores de X correspondientes a Y = y. 

Se Mama dependencia de correlación de X respecto de Y 
la dependencia funcional de la media condicional 7, respoc- 
to do y: 


OS 


La ecuación (**) se Nama ecuación de regresión de X en 
Y; la función q (y) se Mama regresión de X en Y y su gráfica, 
lnea de regresión de X en Y. 


$ 3. Dos problemas fundamentales de la teoría de la correlación 


El primer problema de la teoría de la correlación consiste 
en establecer la forma del enlace de correlación, es decir, el 
tipo de función de regresión (lineal, cuadrática, exponencial 
etc.). En la mayoría de los casos las funciones de regresión 
son lineales. Si ambas funciones de regresión / (z) y q (v) 
son lineales, Ja correlación se llama lineal; en caso contrario, 
no lineal. Evidentemonto, para la correlación lineal ambas 
líneas de regresión son rectas. 

El segundo problema de la teoría de la correlación es esti- 
mar la estrechez (fuerza) del enlace de correlación. La fuerza 
de la dependencia de correlación de Y respecto de X se 
estima por la magnitud de la disporsión de los valores de 
Y alrededor de la media condicional y.. Una gran disper- 
sión denota Ja débil dependencia de Y respecto de X o la 
falta de dependencia. Una pequeña dispersión indica la 
evistencia de una dependencia suficientemente fuerte: 
luso es posible que Y y X estén relacionados funcional- 
mente, pero por acción de factores aleatorios secundarios 
este enlace resulte interrumpido, debido a lo cual para igual 
valor de y la magnitud Y toma distintos valores. 

Análogamente (pof la magnitud de la dispersión de los 
valores de X alrededor de la media condicional 7,) se estima 
la fuerza del enlace de correlación de X respecto de Y. 


$ 4. Hallazgo de los parámetros de la ecuación muestral 
de la recta de regresión por datos no agrupados 


Supongamos que los caracteres cuantitativos de X e Y 
están vinculados por una dependencia de correlación lineal. 
En esto caso ambas líneas de regresión serán rectas. 

Admitamos que para hallar los ecuaciones de estas rectas 
se han efectuado n experimentos independientes, en virtud 
de los cuales se han obtenido n pares de números: 


En h), (En Yo), > -r (Ens Ya). 


Puesto que los pares de números observados se puede consi- 
derar como una muestra aleatoria del conjunto general de 
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lodos los valores: posibles de la magnitud aleatoria (X, Y), 
lus maguitudes y las ecuaciones halladas por estos datos se 
Maman muestrales. 

Para certeza vamos a hallor la ecuación muestral de la 
recta de la regresión do Y en X. 

ninemos un caso elemental: distintos valores de z 
del carácter X y correspondientes a ellos los valores de y 
del carácter Y se han observado una sola vez cada uno. Es 

to que no bay necesidad de agrupar los datos. Tampoco 

u utilizar el concepto de media condicional, por 
eso la ecuación buscada 


Y<=kx4b 


se puede escribir 


Y =k24b. 


El coeficiente angular de la recta de la regresión de Y en X 
se lama coeficiente de la regresión muestral de Y en X y se 
designa por pyx- 

pues, vamos a hallar la ecuación muestral de la 
de la regresión de Y en X del tipo: 


Y = ppt +b. (9) 


Tratemos de escoger los parámetros pys y b de manera 
que los puntos (z, 41) (Ze Va), > - -» (Zar Vn) trazados en 
el plano XOY por los datos de las observaciones, se encuen= 
Lren lo más cercano posible de la recta (*). 

Precisomos el sentido de este requisito. Llamamos des- 
viación la diferencia 


recta 


Y — Yi (i=1, 2, n), 


donde Y, es una ordenada calculada por la ecuación (*), 
correspondiento al valor obsorvado do zi; 

W, os la ordenada observada, correspondiente a zy. 

Elegimos los parámetros pyz y b de manera que la suma 

«lo los cuadrados de las desviaciones sea mínima (en esto 

está la esencia del método de los cuadrados mínimos). 

Dado que desviación dopende de los pará, 
buscados, también la suma de los cuadrados de las di 

nes es una función F do estos parámetros (provisoriamente 
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en lugar de pyx escribiremos p): 
F(p, 9-2 iy. 

o bien 

F(p, b)= Y (214040. 

a 

Para hallar el mínimo igualamos a cero las correspondientes 
derivadas parciales 

Zo 5 (on +b—y)z1=0; 


5 
-2 E? 2 (Pr +b—y)=0. 


Mediante a elementales obtenemos un 
sistema de dos ecuaciones lineales con respecto a p 3 D:* 


13.03 =NXw (Udo m= y. C 
Resolviendo este sistema hallamos los parámetros buscados: 
K a-Dr Ey. 
A 
2 
22d 
3-03 


(ee) 


Análogamente podemos hallar la ecuación muestral de la 
recta de la regresión de e enY: 


Iy=pryz+ C, 
dondo pay es el coeficiente de la regresión muestral de 
E Sepi Hallar la ecuación muestral de la recta de 
Ja regresión de Y en X por los datos de n = 5 observaciones: 
z 4,00 4,50 3,00 4,50 5,00; 
y 4,25 4,40 4,50 1,75 2,25, 


* Para simpleza, en lugar de )) escribiremos sólo $) - 
á 
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SoLucton. Componemos la tabla de cálento 1. 


| Bus. | Dato | Fem=2,05 


¡metros buscados, para lo cual susti- 
imos las sumas calculadas por la tabla en las correlacio= 
nes (* 


Escribimos la ecuación buscada de la regresión: 
Y = 0,2027 + 1,024. 

Para tener una idoa hasta qué punto los valores de Yy, 
calculados por esta ecuación, concuerdan bien con los valores 
observados de y;, hallamos las desviaciones Y, — ys. Los 
resultados de los cálculos están llevados a la tabla 12. 


Tobla 12 


m 


Como so aprecia de la tabla, no todas las desviaciones 
son suficientemente pequeñas. Esto se debe al pequeño 
número de observaciones. 


$ 5. Tabla de correlación 


Para un número grande de observaciones un mismo valor 
de z puede encontrarse ny veces, un mismo valor de y puede 
encontrarse ny veces, un mismo par de números (x, y) puede 
observarse nyy veces. Por eso los datos do las observaciones 
so agrupan, es decir, so calculan las frecuencias nu, my, 

nay. Todos los datos agrupados se escriben en forma de tabla 
que se lama de correlación. 

Aclaremos la estructura de la tabla de correlación con 
vn ejemplo (tabla 13). 

Tahta 13 


s 
I 


0.6 - ž 
os s 1 
n s |o 


En la primera línea de la tabla se indican los valores 
observados, (10: 20; 30: 40) del carácter X, y en la primera 
columna, los valores observados (0,4: 0,6; 0,5) del carác- 
tor Y. En las intersecciones de las lineas y las columnas 
so escriben las frecuencias »,, de los pares de valores obser- 
vados de los caracteres. Por ejemplo, la frecuencia 5 indica 
que el par de números (10; 0.4) se observó 5 veces. Todas 
Jas frecuencias se encuentran en un rectángulo, cuyos lados 
se han trazado con líneas gruesas. La raya significa que el 
par de números correspondiente, por ejemplo (20; 0,4), 
no se observó. 
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columna se escribe la suma de frecuencias 
neas. Por ejemplo, la suma de las frecuencias de la 
wa del rectángulo de líneas gruesas es igual a 
n, = 5 -+7 + 14=26; este nún dica que el valor 
dol coråcter Y, igual a 0,4 (en combinación con distintos 
valores del carácter X) se observó 26 veces. 

En la última linca se escriben la soma de frecuencias do 
las columnas. Por ejemplo, el número $ indica que el valor 
del carácter X, igual a 10 (en combinación con distintos 
valores del carácter Y) se observó $ veces. 

En la casilla ubicada en el ángulo inferior derecho de la 
tabla, se coloca Ja suma de todas Jas frecuencias (número 
tota) de observaciones n). Evidentemente, Ñ n, = Un, = 
=+ m. En nuestro ejemplo 


Ya, =8+2+13+18=00 y 
En, = 26 + 42 22 = (0 

$ 6. Hallazgo de los parámetros de la ceuación muestral 

de Ja reeta de regresión por datos agrupados, Coeficiente 

de correlación muestral 

En el $ 4 para determinar los pars 

Ja recta de la regresión de Y en 

ecuaciones: 

(E E)on + (E1) = Ss 
a 


tros de la ecuación 


2) pox + nb = Yy. w 

Se supuso que los valores de X y sus correspondientes 
valores de Y se observaron una vez cada uno. Ahora admi- 
timos que se han obtenido un gran número de datos (prácti- 
camente para una estimación satisfactoria de los parámetros 
buscados deben haber por lo menos 30 observaciones), ontre 
los cuales son los que se repiten y están agrupados en forma 
de tabla de correlación. Escribimos el sistema (*) de manera 
que refleje los datos do esta tabla. Usamos las igualdades: 


Xe 
J z= nä (corolario de qu £2 


y 
31 =13 (corolario de g= =” 


Y) =n? (corolario de 25) w 
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Y zy = Y n,yzy (so ha tenido en cuenta que el par de núme- 
Tos 13 $ s0 observó Ngy veces). 

Sustituyendo los segundos miembros de las igualdades 
en el sistema (*) y simplificando ambos miembros de la 
segunda ecuación por n, obtenemos: 


(AT) Pua + (12) b= E maga ) tee) 
(2) Pax hb Y. 
Resolviendo este sistema, hallamos los parámetros 
Pux Y b, y, por lo tanto, la ecuación buscada es 
Dem Pyz rd, 
Sin embargo, introduciendo una nueva magnitud, o sea, 
el cooficiento de correlación, la ecuación do rogresión cor 


ne escribirla en otra forma, lo que haremos a continuación. 
Hallamos b de la segunda ecuación (**): 


dy —Pyaz. 
Suslituyendo el segundo miembro de esta igualdad en Ja 
ecuación y, =p, + b, obtenemos: 
DO (2—3). 
Del sistema (2) hallamos ol coofi e regresión, 10 
do en cuenta que 3% — (2? = ož (cap. XVI, $ 10): 


Multiplicamos ambos miembros de la igualdad por w: 
v 


Dr o razun 
o 


Designamos ol segundo miembro de la igualdad por rm 
y lo llamamos coeficiente de correlación muestral: 


5 


o bien 


Poniendo el segundo miembro de esta ecuación en la (***), 
finalmente obtenemos la ecuación muestral de la recta de 
la regresión de Y en X del tipo 


dira ta. 


halla la ecuación muestral de la línea do 


Nota 4. Análogamento 
forma 


la regresión de X en Y de 


ta =p, 
m-ap Ter 


unes de las rectas de regresión pueden ser cscri- 
tas en forma más simétrica: ” 


Yota 3. El coeficiente de correlación muestral tiene un importante 
valor individual. Como se deduce de lo anterior. el coeficiente de co- 
rrelación muestral se determina por la igualdad 


Xass 
moy 
dondez, y son las variantes (valores observados) le los caracteres Y e Y 
sy es la frecuencia del par de variantes (z. + observad 
» eel volumen de la muestra (suma de tedas las fre 
cias); 
%, y son las medias muestrales; 
0% oy son las desviaciones enalráticas medias muestrales. 


$ 7. Propiedades del cocliciente de correlación muestral 


Fijemos las propiedades del coeficiente de correlación 
muestral, de las cuales se deduce que éste sirve para estimar 
la fuerza de la dependencia de correlación lineal. 

Utilizamos las fórmulas (omitimos la deducción): 


Sy=Dy (1 —rhb); S¿=D(1 —rh) 
donde Sy es la dispersión de los valores observados de y 
alrededor de las correspondientes medias condicio- 
nales yy; 
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D, es la dispersión de los valores observados de y 
alrededor de la media general 
Las dispersiones S,, Dy tienen igual so 
1. La magnitud absoluta del coeficiente de correlación 
muestral no es mayor que la unidad. 
DEMOSTRACION. Cualquier dispersión no es negativa 
En particular, 


S, =D, (1—ri)>0. 
Por lo tanto, 


De aquí 


o bien 


iral < 1. 


2. Si el coeficiente de correlación muestral es igual a cero 
y las líneas de regresión muestrales son rectas, tendremos que X 
e Y, no están vinculados por una dependencia de correlación 
lineal. 

DEMOSTRACION, Para fm =0 la ecuación de la recta 
de la regresión muestral de Y en X 


EA 
YY TL (1—3) 


tiene la forma 


o bien 


Si fa = Ola ccvación de la recto de la regrosión de X en Y 

tiene la forma 
=r. 

Por consiguiente, cuando ra =0 las medias condicionales 
conservan un valor constante al variar los correspondientes 
argumentos; en este sentido se puede considerar que X 
e Y no están vinculados por ln dependencia de correlación 
lineal. Evidentemente, en el caso craminado las rectas 
n son paralelas a los correspondientes ojes de 


los caracteres X e Y estar Ar o doradas ds 

los caracteres X e vi 

ci te haral a 7 PT nS Copendoncin dt 
3. Si la magnitud absoluta del coeficiente de correlación 

muestral es igual a la unidad, losv alores observados de los 

caracteres están vinculados por una dependencia funcional 

lineal. 


Si | £n)=1, entonces Sy = D, (1 —ri)=0. 


So puede mostrar que de aquí se deduce la igualdad: 


YI Elx =0. 


Como podemos apreciar, todo par de números observado 
(z, y) satisface esta ccnación lineal respecto a x e y, es decir, 
los valores de los caracteres de la muestra están vincula: 
dos por una dependencia funcional lineal. Cabe hacer n 
que de aquí no podemos deducir con certeza que también 
en el conjunto general los caracteres están vinculados por 
una dependencia funcional lineal (para una muestra repre- 
sentativa de gran volumen la dependencia entre los caracte- 
res de un conjunto general normalmente distribuido será 
próxima a la lineal, o incluso será. lineal). 

Al aumentar el ralor absoluto del coeficiente de corre- 
lación muestral la dependencia de correlación lineal deviene 
más estrecha y para |ra|=1 pasa a la dependencia funcional. 

pemostraciox. De las fórmulas 


S,=D,(l—rá). S,=D¿(1— 


se aprecia que al crecer el valor absoluto de rm las disper- 
siones S, y S, decrecen, es decir, disminuye la dispersión 
de los valores observados de los caracteres alrededor de 
las medias condicionales, y esto, precisamente. significa 
que el vínculo entre los caracteres se hace más estrecho 
y cuando | fl = 1, como so desprende de la propiedad 3, 
pasa a la funcional. 

ido de 


muestral caracteriza la estre- 


muestra; cuanto más próximo | Tm] es a 1, tanto más fuerte 
es el enlace; cuanto más próximo | fm] es a O, tanto más débil 
es el enlace. 


m 


Si la muestra tiene un volumen suficientemente grande 
y representa bien el conjunto general (es representativa), 
la conclusión sobre la estrechez de la dependencia lineal 
entro caracteres, obtenida por los datos de la muestra, en 
cierto grado puede ser extendida al conjunto general. Por 
ejemplo, para estimar el coeficiente de correlación re de un 
conjunto general normalmente distribuido (para 7 > 50) 
se puede utilizar la fórmula 


mA ri 


Nota 4. El signo del cosliciento de correlación muestral coincido 
con el signo de los coeficientes do regresión muestrales, lo quo se des- 
prendo de las fórmulas ($ 4): 


9 
LL; pyara. (+) 


correlación muestral es igual a la media 
cales de regresión. En electo, mul- 
jeros y segundos, de las igualdades 


geométrica de los coeficientes 
tiplicando miembro a miembro, 
Bi obtenemos: 


Pray eri 
Tm =+ Var 


El signo quo afecta el radical, de acuerdo con la nota 1, debe coincidir 
con el signo de los coeficientes de regresión. 


De aquí 


$ 8. Método de los cuatro campos para el cálculo 
del coeficiente de correlación muestral 


Supongamos que los datos de la tabla de correlación 
hay que calcular el coeficiente de correlación muestral. 
El cálculo se rra considerablemente sí se pasa a las 
¡onales: 


cula por la fórmula (la transición a las variantes condicio- 
nales no altera la magnitud rm): 
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Las magnitudes U, V, 04 y dẹ pueden ser calculadas por 
el método de los productos (cap. XVII, $ 4). Queda por 
enseñar el método de cálculo de 2; nupuv. Precisamente para 
esto se utiliza el método de los cuatro campos. El nombre de 
este método se debe a que la línea y la columpa que se 
intersecan en la casilla que contiene la frecuencia máxima, 
dividen la tabla de corre): jes, llamadas campos. 
Los campos se enumeran como está indicado en la tabla 14, 


Tabla 14 


AENEA 


Vamos a mostrar cómo se realiza el cálculo, para lo cual 
nos limitaremos por ahora al campo 1. Supongamos que la 
parte de la tabla que contiene el primer campo, está repre- 
sentada en la forma de la tabla 15. 


Tabla 15 


Hallamos los productos de los paros do variantes u y v, los 
alojamos en los ángulos superiores derechos de las casillas 
que contienen las frecuencias correspondientes. Por ejemplo, 
el par de variantes u = —3 y v = —2 se observó $ veces; el 
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producto uv = (—3)-(—2) = G lo colocamos en el ángulo 
superior derecho do la casilla que contiene la frecuencia 5. 
Llenondo de manera semejonte las restantes cosillas del 
primer campo, obtenemos la tabla 46. 

Tabla 16 


Análogamente se llenan las casillas de los demás campos. 
Por consiguiente, en cada casilla (que contiene la frecuencia 
Mur), resulta también escrito el producto uv, queda multi- 
plicar los dos números nus y uv de cada casilla y sumar los 
resultados; en conclusión obtenemos el número buscado 
X nasur. 

Para verificar convenientemente los cálculos los produc- 
Los de los números na y m hallados de cada casilla se su- 
man separadamente por cada campo; además, so calcula 
también por lineas y por columnas de cada campo. La si 
de los números nu, ie de las líneas del campo se escribe en 
aquella de las columnas adicionales dispuestas a la derecha 
que tiene la cifra del campo, cuyos números se sumaron. 
La suma de los números Muy «uv de las columnas del campo 
se escribo en aquella de las Tíncas adici abajo 
que tiene la cifra del campo, cuyos números se summon. 
Las sumas de los números de cada campo por separado «e 


scribon on ol ángulo inferior derecho de la tabla w cuatro 


asillas de totales. Por último, sumando todos Jos números 
de las casillas de totales, se halla el númoro buscado. 
Esquemáticamente la tabla de cálculo tiene la forma de 
Ja tabla 17. 
Expliquemos cómo se ha completado la tabla 17 (i 
mayor claridad realizaremos el cálculo sólo para ol y 
campo). 
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Tabla 17 


N] a n 
-2 5 7 

—1 
—k => w 
“ | m fav 

1 Ñ 
E PS E " 
pl | 

m 1 | m | av 


Ilallamos las sumas de los productos nus y uv de las 
neas del primer campo (5-6 + 7:4 = 58; 20-2 + 23-1 = 
= 65) y las colocamos en la columna adicional 1. 

Iallamos las sumas de los productos nus y uv de las 
columnas, del primer compo (5-6 = 30; 7-4 4 20:2 = 68; 
23-1 == 23) y las colocamos en la línea adicional I. 

Tullamos la suma de Jos números de la columna adicio- 
nal LGS 4 21) y la escribimos en la primera casilla 
de total (en el primer ángulo inferior de la tabla). 

Vara verificar sumamos todos los números de la línea 
CO j es = 121). 

Análogamente se calculan por los demás campos. 
Ejemplo. Calcular el coeficiente de correlación muestral 
os do las tabla do correlación 18. 


paso ha es igual a la diferencia entre dos variantes conti- 
guas: 20 — 10 = 10) y 


Table 18 


E (como cero accidental c, se ha tomado 
te y = 35 que tiene la frecuencia máxima; el paso 
h, es igual a la diferencia entre dos variantes contiguas 
25—15 = 10. 

Formamos lo tabla de correlación en las variantes condi- 
cionales. Prácticamente se procede del modo siguiente: 
en la primera columna en vez de la variante (85), de frecuen- 
cia máxima, se escribe el 0; sobre el cero se escribe sucesi- 
vamente —Í, —2; bajo el cero se escribe 1, 2. En la primera 
línea en lugar do lo variante (40), que tiene la frecuencia 
máxima, se escribo el 0; a la izquierda del cero so escribe 
sucesivamente —4, —2, —3; a la derecha del cero se escribe 
1, 2. Todos los demás datos se copian de la tabla de correla- 
ción original. Como resultado obtenemos la tabla do correla- 
ción 19 en variantes condicionales. 

Las magnitudes u, y O» se pueden hallar pos 
método de los productos; sin embargo, puesto que los núme- 
ros Uy, vy son pequeños, calculamos u y v, partiendo de la 


s 


definición del valor m 
motas (cap. XVI, $ 10) 


AS FLF. 


jo, Y Oa y O, utilizando las fór- 


Tabla 19 


MHallamos E y 


TeDe SiM NEHAI L 0,425; 
Faw _ 1242) 4434 1)+47-1419-2_ 9.09 
ROS. Ea 


Culeulamos la magnitud auxiliar 22, y luego 04! 


Ou Y) —(u) == Y 1,405 — 0,425 == 4,106. 


Análogomente obtenemos dp = 4,209. 


Ilallamos 2 nuse por cl método de los cuatro campos, 
para lo cual formamos la tabla de cálculo 20. 


JOE 
siele 
afal e 

o | | m | av 
TE 

1 - | = a | e |-| 2 
ggo 

2 sf =|= 3 -|= 

r fa | s| a]u|-|-|m]- 

u - | -2| 0] 1v | s |a | 0] ss 


meros de las casillas de total (4 casillas 
en el ángulo inferior derecho de la tabla 20), obtenemos 


Y nue = 121 — 107 58 = 169. 


De este modo, 


fa = 0,603. 
$ 9. Ejemplo de hallazgo de la ecuación de la recta 
de regresión muestral 


Ahora, cuando sabemos como calcular rm, es oportuno 
dar un ejemplo de cómo hallar la ecuación di recta de 
regresión. 


»4 


Puesto que para ya se han calculado i, D, 
Ous Ge, Conviene utilizar las fórmulas: 


0%=hy04, Oy= hOn, T= ten 
Y Olia per 


Aquí se han conservado las notaciones del párrafo anterior. 
Recomendamos a los lectores deducir individualmente estas 
Fórmulas. 

Ejemplo. Molar la ecuación muestral de la recta de la 
regresión de Y en X por los datos de la tabla de correlación 
48 dol ejemplo del párrafo precedento. 

SOLUCION. rihimos la ecuación Imscada en forma 
general: 


T- 


A) © 


El coeficiente de correlación se calculó en el párrafo 
anterior. Queda hallar F, Y, ox y 07: 


I= u+ e= — 0,425. AECI 75; 


Sustituyemdo las magnitudes halladas en (*), obtenemos la 
vcnación buscada 


Y.—35,9=0, 003 (235, 75), 
o bien, finalmente 
«0,0502 12,84. 

Comparamos las medias condicionales calculadas: a) 
po b) por los datos de la tabla de correla- 
ción 18. Por ejemplo, para z = 30: 

a) Yso=0,059-304 12,34 =32,14; 
1) Jo= A L 3294. 


weciar, la concordancia de las medias 
da y observada es satisfactoria. 


Como podemos 
condicionales eale 
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$ 10. Consideraciones preliminares al establecimiento 
sde la medida de cualquier enlace de correlación 


Ya hemos examinado la estimación de la fuerza de un 
enlace de correlación lineal. ¿Cómo estimar la fuerza de 
cualquier enlace de correlación? 

Supongamos que los datos de Jas observaciones de los 
caracteres cuantitativos X e Y están expuestos en una 
tabla de correlación. Podemos considerar quo los mismos 
valores observados de Y están descompuestos en grupos; cada 
grupo contiene los valores de Y que corresponden a un 
valor determinado de X. 

Por ejemplo, está dada la tabla de correlación 21. 

Tabla 21 


Al primer grupo pertenecen los 10 valores de Y (4 veces 
so observó yı = 3 y 6 veces ya = 5) que corresponden a 
piru 
* Al segundo grupo pertenecen los 20 valores de Y (13 voces 
so observó y, =3 y 7 veces Ya = 5) que corresponden a 
2 =0. 
* Las medias condicionales ahora las podemos llamar 
dias de grupos: la media de grupo del primer grupo es 

43465 

‘i 


m= E = 4,2; la media de grupo del segundo 
grupo es ja = CIETS 37, 


Puesto que todos los valores del carácter Y están descom- 
puestos en grupos, la dispersión general del carácter se puede 


286 


representar en forma de suma de dispersiones dentro de 
grupo y entro grupo (cap. XVI, $ 1 

Dia = Deco. grut Dent. gro: () 
Demostraremos el cum] iento de las tesis siguientes: 


1) sí Y está vinculada con X por wna dependencia fun- 
cional, tendremos que 
Dent. gru 
len 
2) si Y está vinculada con X por una dependencia de 
correlación, entonces 
Dent. ra 


<1. 
ES 

DEMOSTRACION. 1) Si Y está vinculada con X por una 
dependencia funcional, a un valor doterminado de X corres- 
pondo un solo valor de Y. En este caso, cada grupocontieno 
valores de Y* iguales entre sí, por eso la dispersión de grupo 
de cada grupo es igual a cero. Por lo tanto, la media aritmó> 
tica de las dispersiones de grupos (ponderada por los vola- 
menes de los grupos), es decir, la dispersión dentro de grupo 
Dava gro => O y la igualdad (2) tiene la forma 

Dia Discs 
Des ay j 
Dent. gra 
Deer 

2) Si Y está vinculada con X por una dependencia de 

currelación, a un valor determinado de X corresponden, en 


De aquí 


*, Par ejemplo, si al valor de z, = 3 correspond yy 
41 = 8 so observó $ vecos, el grupo contiene 5 valores de y, 


Anilogamente se] detormina la relación de correlación 
muestral de X a Y: 


man 


Ejemplo. Hallar yy, por los datos de la tabla de corre 


lación 22. 
Tabla 22 


B 
[j 


aja] 


SOLUCION. Mallamos la media general 


Encontramos la desviación cuadrática media general 


"V 


3 ya ATT L 4,27, 
e 2 


media entre grupo 
z 


Hallamos la desviación cuadrí 


DNS 


%= a 


E y EEE. 2,73. 


La relación de correlación buscada es 


198—0360 289 


$ 12. Propiedades de la relación de correlación muestral 


Puesto que na tiene las mismas propiedades que nyx 
euumeraremos solamente las propiedades de la relación 
de correlación muestral mpx cuya notación, para simpleza, 
en adelante la designaremos por, y y, para sencillez vorbal, 
la llamaremos «relación de correlación». 

1, La relación de correlación; satisface la doble desigualdad 


0<1<1. 


DEMOSTRACION. La desigualdad y >U resulta do 
que y es una relación de números no negativos, o soa, de 
desviaciones cuadráticas medias (de entre grupos al gonetal) 

Para demostrar la desigualdad y <1 utilizamos la 
fórmula 


Deea = Dorogra + Dent.gro: 


Dividiendo ambos miembros de Ja igualdad por Dgo 
obtenemos: 


o bien 


Puesto que ambos sumandos no son negativos y su suma cs 
igual a la unidad, cada uno de ellos no es mayor que la uni- 
dad; en particular 
$<i. 
Teniendo en cuenta que y >0, deducimos: 
Oasi 
2. St y = 0, tendremos que el carácter Y no está vinculado 


con el carácter X por una dependencia de correlación 
DEMOSTRACION. Por los datos 


De aquí 


y, por lo tanto, 


290 


La dispersión entre grupos es la dispersión de las medias 
condicionales (de grupo) yx con respecto a la media general 
y. La dispersión entre ape igual a cero significa que 
para todos los valores de X las medias condicionales conser- 
van un valor constante (igual a la media general). En otras 
palabras, cuando y == 0 la media condicional no es una 
función do X, lo que significa que el carácter Y no está 
vinculado por una dependencia de correlación con el carác- 
ter X. 


1. So puedo demostrar también la enunciación inversa: 
si ol carácter Y no está vinculado con el carácter X por una doponden- 
cia de correlación, tendremos que y = 0. 


3. Si y = 1, el carácter Y está vinculado con el carácter 
X por una dependencia funcional. 
Denosimaciox. Por los datos 


De aquí 

Cgen = Cem gra: 
Elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad, 
obtenemos 

Deen = Dent.gra- “ 
Puesto que 

Deen = Daen.gru — Dent gror 

en virtud de (*) 

Deen.qra = V. TY 


Dado que la dispersión dentro de grupo es la media arit- 
mética de las dispersiones de grupos (ponderadas por los 
volúmenes¿de los grupos), de la (**) se deduce que la dispor- 
sión de cada grupo! (de los valores de Y correspondientes 
a un valor determinado de X) es igual a cero. Esto significa 
gue el grupo tiene iguales valores de Y, es decir, a cada 
valor de X corresponde un valor de Y. Por lo tanto, cuan- 
do y = i el carácter Y está vinculado con el carácter X 
por una dependencia funcional. 

Nota 2. También se puede demostrar la enunciación inversa: 


si el carácter Y está vinculado con el carácter X por una dependoncia 
funcional, entonces y = t. 
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Jnunciamos dos propiedades más sin demostración. 
4. La relación de correlación muestral no es menor que la 
magnitud absoluta del coeficiente de correlación. muestral 


a> al 
5. Si la relación de correlación muestral cs igual a la 
magnitud absoluta del coeficiente de correlación muestral, tie- 


ne lugar una dependencia de correlación lineal ezacta. 
En otras palabras, si y =| rm], los puntos 


(i Uds (En Uds + + ++ Cnr Ya) 


se encuentran sobro la recta de regreción hallada por cl mó- 
todo de cuadrados mínimos. 


$ 13. Relación de correlación como medida de enlace, 
de correlación. Méritos e insuficiencias de esta medida 


Eu ol párrafo anterior se estableció que: si y = 0, los 
caracteres no están vinculados por una dependencia de co- 
rrelación; si y = f, tiene lugar la dependencia funcional. 

Demostremos que al crecer y el enlace de correlación 
hace más estrecho. Para ello transformemos la correlac 


Desa = Deco gra + Dentara 
del modo siguiente: 


Daen. gru" Den (1 
o bien 
Den gru = Den (01). 


Si 4— 5, entonces Daen gra~ 0, por lo tanto, también tien- 
de a cero cada una de las dispersiones de grupos. En otras 
palabras, al aumentar y los valores de Y correspondientes 
a un valor determinado de X, se diferencian cada voz menos 
entre sí y el vínculo de Y con X deviene más estrecho, pa- 
sando a Ja funcional, cuando y 

Ya que en los razonamientos no se hicieron suposiciones 
sobre la forma del entace de correlación, y sirce de medida 
de la estrechez del enlace de cualquier forma, incluso lineal. 
En esto reside la ventaja de la relación de correlación en 
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comparación con el coeficiente de correlación que estima 
solamente la estrechoz de la dependencia lineal. Al mismo 
tiempo, Ja relación de correlación tiene insuficiencia: mo 
permite juzgar cuán próximos se encuentran los puntos 
hallados por los datos de las observaciones, a una curva de 
forma determinada, por ejemplo, a una parábola, hipérbola, 
elc. Esto se debe a que no tomamos en consideración la for- 
ma del enlace al definir la relación de correlación. 


$ 14. Casos elementales de correlación curvilínca” 


Si la gráfica de la regresión Y. = f (z) o bien 2, = q (y) 
se representa por una curva, la correlación so Hama curvilí- 
nea, 

Por ejemplo, la función de la regresión de Y en X puede 
tener Ja forma: 


Temat br-e (correlación parabólica de segundo orden); 


j-=0P+b+er+d (correlación parabólica de tercer 
orden); 


d=2+0 (correlación hiperbólica). 


La teoría de la correlación curvilínea resuelve los mismos 
problemas que Ja teoría de la correlación lineal (estableci- 
miento de la forma y la estrechez del enlace de correlación). 

Los parámetros desconocidos de la cenación de regresión 
se buscan por el método de cuadrados mínimos. Para estimar 
Ja estrechez de la correlación enrvilínea se utilizan las rela- 
ciones de correlación muestrales ($ 11). 

Para aclarar la esencia del problema, nos limitaremos a la 
correlación parabólica de segundo orden, suponiendo que los 
datos de n observaciones (muestra) permiten considerar que 
precisamente tiene lugar esta correlación. En este caso, la 
ecuación de la regresión muestral de Y en X tiene la formo: 


PAP +Bz4C, (O) 


donde A, B, C son parámetros desconocidos. 

Aplicando el método de cuadrados mínimos se obtiene el 
sistema de ecuaciones lineales respecto a los parámetros in- 
cógnitas (omitimos la deducción, puesto que no contiene 


m 


nada nuevo en comparación con el $ 4): 


(Br) A+ (D nea) B+ (X nt) C = nda; 
(En) 44(Dn.0) B4 (3) n2)0=E ng | (0) 
(En) A4 (Dnr) B4nC= Y nz 


Los parámetros A, B, C hallados de este sistema so sustitu- 
yen en (*), obteniendo como resultado la ecuación de regre- 
sión buscada, 

Ejemplo. Hallar la ecuación do la regresión muestral do Y 
en X del tipo y, =42* + Bz + C por los datos de la ta- 
bla de correlación 23. 

Formamos Ja tabla do cálculo 24. 
Poniendo los números (sumas) de la línea inferior do la tabla 
24 en (**) obtenemos el siste 


67,48 A + 60,89 B + 55,10 C = 373,30, 
0,89 A+5510B + 50 C = 337,59. 


74,98 A + 67,48 B + 60,89 C = mm) 


Tabla 23 


Tabla 24 


| Ea) EZ] 


s | a 


ws.. ZE 268, 


0250/4555.) 61.3] s KZ 


Juro El usa 
Resolviendo este sistema, hallamos 


A =1,%, B = 2,98, C = 1,10. 
Escribimos la ecuación de regresión buscada: 
T= 1,942? 4 2.987 +1.10. 

Se demuestra fácilmente que las medias condicionales, 
calculadas por esta ecuación, se diferencian poco de las me- 
dias condicionales de la tabla de correlación. Por ejemplo, 
para z, =1 hallamos: por la tabla y, = 6; por la ecuación 
Y, = 1,94 + 2,98 + 1,10 = 6,02. Por consiguiente, la ecua- 
ción hallada concuerda bien con los datos de las observacio- 
nes (muestra). 


00.89 67,45 


$ 15. Concepto de correlación múltiple 


Hasta aquí se examinó el enlace de correlación entro dos 
caracteres. se estudia mlace (o vínculo) entro varios 
caracteres, Ja correlación se llama múltiple. 

En el caso elemental el número de caracteres es igual 
a tres, y el enlace entre ellos, lineal: 


z= az + by + c- 


En este caso surgen los siguiontes problemas: 
1) hallar por los datos de las observaciones la ecuación 
de enlace dol tipo 
2=Ax4+By4C, (> 


es decir, hay que encontrar los coeficientes de regresión de 


ámetro C; 
A aimar ia estrochos do enlace cntro Z y ambos caracte- 


res X, Y; 

3) estimar la estrochez do enlace ontre Z y X (para Y cons- 
tante), entro Z e Y (para X constante). 

El primer problema se resuelve por el mótodo do cuadra- 
dos mínim jemás, en lugar de la ecuación (*) conviene 
buscar una cci n enlace de tipo 


1—2=A(2—-D4B(y—D, 
donde 


Antw O, pofu iay O 


EO E A a 


AQUÍ Tux, Fyz Tzy Son coeficientes de correlación respecti- 
vamente entre los caracteres X y Z, Y y Z, X 0 Y; Oy, Op, 02 
son las desiviaciones cuadráticas medias. 

La estrechez de enlace del carácter Z con los caracteres X 
e Y se estima por el coeficiente de correlación común muestral: 


ata Fre 
E. 


iy 


R= 


además O< R <1. 

La estrechez de crlaco entre Z y X (para Y constante), 
entre Z e Y (para X constante) se estima respectivamente 
por los coeficientes de correlación parciales muestrales: 


Tar — tayr 
Tao ; 
P Sri A 

Tynn = cie i 


Grid ierd 


Estos cocficiontes tienen las mismas propiedades y ol 
mismo sentido que el coeficionte de correlación muestral 
ordinario, es decir, sirven para estimar el enlace linen! 
caracteres. 
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Problomas 


En los problemas 1—2 so dan las tablas de correlación. Hallar: 


2) b) las ecuaciones de las rectas de regresión muestrales; C) hye Y May. 


b 


SES 2 | 3 10,67 
ng 10 | 15 15 | 40 | n=30 
Te a f 2 | 35 


Respuesta a) 0,636; 
b) Tes 1172446, 
€) Mpx =0,008, 


Continuación de la tabla 2) 


Respuesta a) 0; 
Fe=0, 2342,78, y= 2.92 y—2,25 
ys =0850, Mey 20875. 
En los problemas 3—4 hay que hallar las ecuaciones do 


muestrales e = Az + Bz + C por los datosde la tabla de Serea- 
ción. 


3 


Respuesta ya =2,925? 4-7,2124,25. 
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¡EXETE 
: 
2 | >» | 3 
7] DEE E 
Ma | a 


Respuesta y¿=0,30:24-2,407 0,75, 


Capítulo diez y nueve 


VERIFICACIÓN ESTADISTICA DE LAS 
MIPOTESIS ESTADISTICAS 


$ 1. Hipótesis estadística. Mipótesis mula y concurrente, 
simple y compleja 


Frecuentemente hay que conocer la ley de distribución de 
un conjunto general. Si la ley de distribución es descono- 
cida, pero existen Jas bases para suponer que ella tiene una 
forma determinada (llamémosla A), presentamos la hipó- 
tesis: cl conjunto general está distribuido por la ley 4. Por 
consiguiente, en esta hipótesis se habla del tipo de distribu- 
ción supuesta. 

Puede darse el caso en que se conoce la loy de distribu- 
ción, pero no sus parámetros. Si hay razón de suponer que el 
parámetro incógnita O es igual a un valor detorminado Op, 
formulamos la hipótesis: © = Oy. Por consiguiento, en 
vsta hipótesis so habla de la magnitud supuesta del parámetro 
de uva distribución conocida. 
mbién, otras hipótesis: sobre la igualdad 
jas distribuciones, sobro la in- 
dependencia de las muestras, etc. 


2 


La hipótesis sobre el tipo de la distribución desconocida, 
o sobre los parámetros de las distribuciones conocidas se 
Mama estadística. 

Por ejemplo, serán estadísticas las siguientes hipótesis: 

1) el conjunto general está distribuido según la ley de 
Poisson; 

2) las disporsiones de dos conjuntos normales son iguales 
entre sí. 

En la primera hipótesis se supuso sobro el tipo de la dis- 
tribución desconocida, en la segunda, sobre los parámetros de 
dos distribuciones conocidas. 

La hipótesis «en el año 1980 no habrá guerra» no es esta- 

ca, puesto que en ella no se trata ni del tipo ni de los 
parámetros de la distribución 

A la par de la hipótesis presentada se examina la hipóto- 
sis que la contradice. Si Ja hipótesis propuesta es rechazada, 
tiene lugar la hipótesis contradictoria. Por esta causa, con- 
viene distinguir estas hipótesis 

Se llama nula (fundamental) la hipótesis Hp presentada. 

Se Mama concurrente (aliernatica) la hipótesis H, que 
contradice la hipótesis nula o fundamental. 

Por ejemplo, si la hipótesis fundamental consiste en su- 
poner que la esperanza matemática a de una distribución 
normal (gaussiana) es igual a 10, la hipótesis concurrente, en 
particular, puede consistir en la suposición de que a 510. 
Resumidamente esto se escribe a 


Hg a= 


; Hya #10. 


So distinguen las hipótesis que contienen sólo wma supo- 
sición y las de más de una. 

La hipótesis se llama simple cuando contiene sólo una 
suposición. Por ejemplo, si). es el parámetro de una distri- 
bución exponencial, la hipótesis Ho: 4 = 5 es simple. La 
hipótesis Hą: la esperanza matemática de una distribución 
normal, igual a 3 (6 es conocida), es simpl 

La hipótesis se llama compleja cuando está compuesta de 
mn número finito o infinito de hipótesis simples. Por ejem- 
plo, la hipótesis compleja H: 2 > 5 está compuesta de una 
multitud de hipótesis simples de tipo H; : ^= bj, donde 
b; es un número cualquiera mayor que 5. La hipótesis Ho: 
istribución normal, igual 


cógnita), es compleja. 


$ 2, Errores de primer y de segundo género 


La hipótesis presentada puede ser cierta o errónea, por eso 
surge la nocosidad de su verificación. Puesto que la verifica- 
ción se realiza por métodos estadísticos, la so Mamo 
estadística. Debido a la verificación estadística de la hipó- 
tesis en dos casos se puede haber Lomado una resolución inco- 
rrocta, es docir, pueden permitirse errores de dos géneros. 

JEl error de primer género consiste en que será rechazada 
la hipótesis verdadera. 

YA error de segundo género consiste en quo será admitida 
la hipótesis errónea. 

Cabo hacer notar que las consecuencias de estos errores 
pueden ser muy diferentes. Por ojemplo, si se rechaza la 
solución correcta de «continuar la construcción de una vivien 
dla», esto orror de primer género entraña wna pérdida mate- 
rial; si se tuma la resolución incorrecta de «continuar la 
construcción», a pesar del peligro de derrumbo de la cons- 
ón, esto error de segundo género puede ocasionar la 
orto de personas. Desde luego, podemos exponer ejemplos, 
a los cuales ol error de primer género da lugar a consecuen= 
cius más gravos que el error de segundo género. 


Nola 4. También en dos casos se puede tomar una resolución 


correcta: 

1) la hipótesis se admito; además, en realidad ella es correcta; 

2) la hipótesis se rechaza; además, en realidad ella es falsa. 

Mota 2. La probabilidad de cometer un error de primer género se 
designa por a, y se llama nivel de significación, el que con mayor fro- 
cuencia toma l valor 0,05 o hion 0.04. Si, por ejemplo, se toma el nivel 
de significación ¡gual a 0,03, significa que cn cinco casos de cien arries- 
sumas comer un error slo primer género (rechazar una hipótesis co- 
recta). 


$3. Criterio estadístico de verificación de la hipótesis nula. 
Valor observado del criterio 


Para verificar la hipótesis nula (cero) o fundamental se 
utiliza una magnitud aleatoria especialmente escogida, 

bución exacta o aproximada es conocida. sta 
magnitud se desi 
malmente; por Æ o *, según la ley de Fisher—Snedecor; 
T, según la loy £ de Student, y2, por la ley de eji cuadrado», 
ote. Puesto que en este párrafo no se tomará en cuenta el 


tipo de distribución, designamos esta magnitud por K 
» de goneralizar. 

e llama criterio estadístico (o simplemento criterio) la 

magnitud aleatoria K que sirve para verificar la hipótesis 

fundamental. 

Por ejemplo, sí se verifica la hipótesis de igualdad de las 
dtspersiones de dos conjuntos generales normales, como rito 
rio K se toma la relación de las dispersiones muestrales co- 
regidas: 


Fei. 
E 


Esta magnitud es alstori, ya quo en distintas pruebas las 
dispersiones tomarán distintos valores previamente descono- 
cidos, y está distribuida por la ley de Fisher—Snedecor. 

Pasa verificar la hipótesis por los datos de las muestras 
so calculan los valores particulares de las magnitudes que en- 
tran en el criterio, y, por consiguiente, se obtiene un valor 
particular (observado) del crit 

Por el calor observado empírico Ko, se designa el valor 
del criterio, calculado por las muestras. 

Por ejemplo, si por dos muestras extraídas de conjuntos 
generales normales, se hallan las dispersiones muestrales co- 
tregidas 4 = 20 y 4 = 3, el valor observado del criterio 

es 


ia 
== 


$ 4, Región crítica. Región de aceptación de la hipótesis. 
Puntos críticos 


Después de elegir; un criterio determinado, el conjunto de 
todos sus valores posibles se dividen en dos subconjuntos no 
intersecables: uno de ellos contiene valores del criterio, 
para los cuales la hipótesis nula se rechaza, y el otro, para 
los cuales ella se acepta. 

El conjunto de valores del criterio, para los cuales la 
hipótesis fundamental se rechaza, se llama región crítica. 

El conjunto de valores del criterio, para los cuales la 
hipótesis se acepta se llama región de aceptación de la hipó- 
tesis (región de valores admisibles). 

El principio fundamental de verificación de la hipótesis 
estadística puede formularse así: si el valor observado del 
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criterio corresponde a la región crítica, la hipótesis se recha- 
za; si el valor observado del criterio corresponde a la región 


de aceptación de la hipótesis, la hipótesis se acepta. 
sto que el criterio Kesal mismo tiempo una magnitud 
alentoria, todos sus valores posibles pertenecen a un cierto 


Fig. 23. 


intervalo. Por eso, la región critica y la región de aceptación 
de lu hipótesis también son intervalos, y, por lo tanto, exis- 
ten puntos que los separan. 

Los puntos quo separan la región crítica de la región de 
aceptación de la hipótesis se llaman puntos críticos (Mími- 


Los) Kere 
Se distinguen las regiones críticos unilateral (de derecha 
o de izquierda) y bilateral 


La región crítica determinada por la desigualdad K > 
> kep donde key es un número positivo, se llama de derecha 
(fig. 23, a) 

Sha talón eritin determinada por la desigualdad K < 
< ken, donde ker es un número negativo, se llama de tgquier- 
da (fig. 23, 0). 

La región crítica do derecha o de izquierda se Nama 
unilateral. 

La región crítica determinada por las desigualdades K < 
< ku K> ku donde k, > la, se lama bilateral. 

En particular, si los puntos críticos son simétricos res- 
pecto a cero, la región crítica bilateral se determina por 
las desigualdades (suponiendo que ker > 0): 


K< —= ken K> lion 
o bien por la desigualdad equivalente |X| > ker (fig. 23, c). 
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$ 5. Hallazgo de la región crítica de derecha 


¿Cómo hallar una región crítica? Para responder argumon- 
tadamente a esta pregunta se requiere la aplicación do una 
teoría bastante compleja. Nos limitaremos a sus elementos. 
Para precisar, comencemos por hallar la región crítica de 
derecha que So determina por la desigualdad. 


LX > ken 


donde ker > 0. 

mos que para hallar la región crítica de derecha es su- 
nte encontrar el punto crítico. Por lo tanto, surge un 
nuevo problema: ¿cómo hallarlo? 

Con este propósito se da una probabilidad bastante peque- 
ña, o sea, el nivel de significación a. A continuación se Dus- 
ca el punto crítico ker, partiendo del requisito de que, si es 
válida la hipótesis fundamental, la probabilidad de que el 
criterio K tome un valor mayor que kz. sea igual al nivel 
de significación aceptada: 


PAK > hor) = 4. 
Para cada criterio existen las tablas correspondientes por las 
cuales se halla el punto crítico que satisfaga este requisito, 
Nota $. Cuando ya se ha hallado el punto critico, se calcula el valor 
observado del criterio por los dates de las muestras, y si resulta que 
Kons > ker So rechaza Ja hipótesis fondamental; Si Aya < keri 10 
hay porque rechazar la hipótesis fundamental (cero) 
Explicación. ¿Por qué la n crítica de derecha se 
dotorminó, partiendo de la condición de que si la hipótesis 
fundamental es cierta, se cumple la correlación 
PAK> kee) =a? () 
Puesto que la probabilidad del suceso K > ker es pequeña 
(a os una probabilidad pequeña), al ser cierta la bipótesis 
fundamental, eu virtud del principio de imposibilidad prác- 
tica de los sucesos poco probables, tal suceso no debe ocurrir 
en una sola prueba (cap. IL, $ 4). Si con todo éste ocurre, es 
decir, el valor observado del criterio resulta mayor que ker, 
ello es debido a que la hipótesis fundamental es falsa, y, por 
lo tanto, debe sor rechazada. Do este modo, la condición (*) 
determina tales valores del criterio, para los cuales la hipó- 
tesis fundamental se rechaza, y que son los que componen, 
precisamente, la región crítica de derecha. 


a 


Nota 2. El valor observado del criterio puede resultar mayor que 
Kor no porque la hipótesis fundamental es falsa, sino por otros motivos 
(pequedo volumen muestra, insuficiencia del wétudo pori- 
mento, etc.). En este caso, rechazando la hipótesis fundamental corroc- 
da, so cometo un error de primer género. La probabilidad de esto error 
es igual al nivol de significación a. Así, vllizando el requisito (°) 
con probabilidad a arriesgamos comer un error de print género. 
o acor notar, a propósito, gue e las obras respecto de control 
¿e ta calidad de producción. la probabilidad de reconocer como defee- 
tuosa una ida de artículos buenos se llama sriesgo del productor», 
y. la probabilidad de aceptar una partida delociunes ais del con: 
3amidor». 
Noia 3. Su la biptosis oul 
pensar que con cilo qued; electo, se sabo 
13 Y neral, 
i atos de las observa- 
con la hipótesis nula, y, por lo tanto, no dan motivos 


para rechazarla». 


an En la práctica, para aceptar una hipótesis con mayor certeza, ésta 
30 verifica por otros métodos, o bion se repito el experimento aumen- 
tando el volumen de la muestra. 


Una hipótesis se rechaza más categóricamente que so acepta. En 


so sabe que es suficiente dar un ejemplo que contradiga cierta 
a general, para que osta afirmación s techace. Si fesultaso 
que el valor observado del criterio corresponde a la región crítica, este 
hecho sirvo precisamente de ejemplo contradictorio a la hipótesis 
fundamental, lo que permite rechazarla. 


$ 6, Hallazgo de las regiones críticas de izquierda 
y bilateral 


La búsqueda do las regiones críticas uierda y bila- 
teral se reduce (al igual que para la región crítica de derecha) 
a hallar los correspondientes puntos críticos. 

La región crítica de izquierda se determina ($ 4) por las 
desigualdades K < ker (ker < 0). 

El punto crítico se halla partiendo de la condición de que 
si la hipótesis fundamental es cierta, la probabilidad de que 


el criterio tome un valor menor que ker, sea igual al nivel 
de significación aceptado: 


P (K< ke) = a. 


La región crítica bilateral se determina ($ 4) por las des- 
igualdades K< kn K> ką 

Los puntos críticos se hallan partiendo de la condición de 
que si la hipótesis fundamental es cierta, la suma de las pro- 
babilidades de que el criterio toma un valor menor que k, 
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o mayor que ką, sea igual al nivel de significación admitid: 
P (K< k) +P (K >k) =a. (a 
Está claro que los puntos críticos pueden ser elegidos por 
multitud de métodos. Si la distribución del criterio es simé- 
trica con respecto a cero y existen fundamentos (por ejemplo, 
pora aumentar la potencia *) para elegir los puntos simé- 
bricos con respecto a cero --Ñer y Kor (her >0) entonces 
P (K< — key) =P (K > ked. 
Teniendo en cuenta la (*), obtenemos 


Pk>k)=$. 


Esta correlación sirve precisamente para hallar los puntos 
críticos de una región crítica bilateral. 

Como ya se indicara (§ 5), los puntos criticos so hallan 
por las tablas correspondientes. 


$ 7. Conocimientos suplementarios sobre la elección 
de la región crítica. Potencia del criterio 


Hemos construido la región crítica partiendo de la exi- 
gencia de quo, la probabilidad de que el criterio caiga en 
ella sea igual a a, a condición de que la hipótesis fundamen- 
tal es cierta. Resulta conveniente también examinar la 
probabilidad de que el criterio caiga en la región crítica 
a condición de que la hipótesis fundamental es falsa, y, por 
lo tanto, cierta la concurrente. 

La probabilidad de que el criterio caiga en la región 
crítica, a condición de que la hipótesis alternativa es cierta, 
se llama potencia del criterio. En otras palabras, la potencia 
del criterio es la probabilidad de que la hipótesis fundamen- 
tal sea rechazada si es cierta la hipótesis concurrente. 

Supongamos que para verificar la hipótesis se toma un 
nivel de significación determinado y la muestra tiene un 
volumen fijado. Queda al arbitrio la elccción de la región 
crítica. Mostraremos que conviene construirla de manera 
que la potencia del criterio sea máxima. 

Nos corcioramos previamente de que si 
dol error de segundo género (aceptar una 


La definición de la potencia está dada on el $7. 
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es igua) a p, la potencia es igual a 1—P. En efecto, si $ es la 
probabilidad de un error de segundo género, es decir, del 
suceso: «aceptación de la hipótesis fundamental, además 
de ser cierta la concurrente», la probabilidad del suceso opues- 
to: erechazo de la hipótesis fundamental, además de ser 
cierta la hipótesis concurrente», es decir, la potencia del 
criterio es igual a 1—P. 

Supongamos que la potencia 1—$ crece; por lo tanto, 
disminuye la probabilidad $ de cometer un error de segundo 
género. De este modo, cuanto mayor es la potencia, tanto 
menor es la probabilidad de un error de segundo género. 

Por consiguiente, si el nivel de significación ya se ha 
elegido, la región crítica hay que construirla de manera que la 
potencia del criterio sea máxima. El cumplimiento de esta 
condición asegura un error de segundo género mínimo, lo 
que indudablemente es deseable. 


Nota 1. Puesto que la probabi 
error de segundo géneros es igual a $, la probabilidad del suceso o 

to ano se ha comelido un error de segundo género» es igual a 1—P, 
es decir, igual ala potencia del criterio. De aquí se deduce que la poten: 
cia del criterio os la probabilidad de que no se cometerá un error de 


jad del suceso «se ha cometido uu 


YE, Pearson, expuesto en cursos més completos, se puede construir 
a región critica, para la cual f será minima, y, por lo tanto, la poten- 
cia del criterio será máxima, 

Nota 3. El único método para disminuir simultáneamente las pro- 
habilidades de los errores do primer y segundo género consiste en aumen- 
tar ol volumen de las muestras. 


$ 8. Comparación de dos dispersiones de conjuntos 
generales normales 


En la práctica el problema de comparar las dispersiones 
se presenta, si hay que confrontar la precisión de aparatos, 
instrumentos, los propios métodos de mediciones, eto. 
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Evidentemente, es preferible aquel aparato, instrumento 
y método quo asegure la dispersión mínima do los resultados 
de las mediciones. 

Supongamos que los conjuntos generales X e Y están 
distribuidos normalmente. Por las muestras independiontes 
de volúmenes m y nę escogidas, de estos conjuntos, se 
han ballado las dispersiones muestrales corregidas sk y sy. 
Por las dispersiones idas, para un nivel de significación 
dado a, hay quo verificar la hipótesis fundamental, consis- 
tente on que las dispersiones generales de los conjuntos 
examinados son iguales entre sí: 


Ho: D (X) =D (Y). 


Teniendo en cuenta que las dispersiones corregidas son 
estimaciones no desviadas de los dispersiones generales 
(cap. XVI, $ 13), es decir, 


Mii=D(X), Mist DY). 
la hipótesis fundamental so puede escribir así: 
Hy Mis: =M (sv. 


Por consiguiente, hay que verificar que las esperanzas 
matemáticas de las dispersiones muestrales corregidas son 
iguales entre sí. Este problema se plantea por que general- 
mente las dispersiones corregidas resultan distintas. Surge 
la pregunta: ¿las dispersiones corregidas se diferencian consi- 
derablemente o poco? 

Si resulta que la hipótesis fundamental (nula) es cierta, 
es decir, las dispersiones generales son iguales, la diferem 
cia de las dispersiones corregidas es insignificante y se de- 
be a causas fortuitas, en particular, a la selección aleatoria 
de los objetos de la muestra. Por ejemplo, si la diferencia 
de las dispersiones muestrales corregidas de los resultados 
de las mediciones, realizadas con dos aparatos, resulta 
insignificante, los aparatos tienen igual precisión. 

i la hipótesis nula se rechaza, es decir, Jas dis- 
persiones generales son desiguales, la "diferencia de las dis- 
persiones corregidas es considerable y no puede ser debida 
a causas fortuitas, sino se debe a que las mismas dispersio- 
nes generales son distintas. Por ejemplo si la diforoncia de 
las dispersiones muestrales corregidas de los resultados do 
las mediciones, realizadas con dos aparatos, as considerable, 
la precisión de los aparatos es distinta. 
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Como criterio de verificación de la hipótesis nula sobre 
la igualdad de las dispersiones generales, tomamos la rela- 
ción entre la dispersión corregida mayor y la menor, os 
decir, la magnitud alcatoria. 


F 
F=-2L, 
eo. 


A condición de quo la hipótesis fundamental es cierta, la 
magnitud F tiene la distribución de Fisher—Snedecor (cap. 
XII, $15) con grados de libertad k; 
donde n, es el volumen de la 
culado la mayor dispersión corregida, ny es el volumen de 
Ja muestra por la que se halló la menor dispersión. 

Recordemos que la distribución de Fisher—Snedecor 
depende solamente del número de grados de libertad y no 
depende de otros parámetros. 

La región crítica se construye en función del tipo de hipó- 
tesis alternativa. 

PRIMER caso. La hipótesis fundamental es Ha: D (X) = 
=D(Y). La hipótesis concurrente es H, : D(X) > D (Y). 

En este caso sé construye una región crítica de un solo 
lado.' precisamente de derecha, partiendo de la condición 
de que la probabilidad de que el criterio F caiga en esta 
región, suponiendo cierta la hipótesis fundamental, sea 
igual al nivel de significación aceptada: 


P [F > Por (2, ku k)) = a. 
El punto crítico Fer (x, ky se halla por la tabla de 
los puntos críticos de la ibución de Fisher-Snedecor 


(suplemento 7), y entonces la región crítica de derecha se 
determina por la desigualdad 


P> Feo 


y la región de aceptación de la hipótesis fundamental, por 
la desigualdad 


PS Per 


La relación entro la dispersión corregida mayor y la 
menor, calculada por los datos de las observaciones, la 
designamos por For y formulamos la regla de verificación 
de la hipótesis fundamenta). 

Regla 1. Para verificar, a un nivel de significación dado, 
la hipótesis fundamental A: D(X) =D (Y) sobre la 
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igualdad. de las dispersiones generales de conjuntos normales 
cuando la hipótesis concurrente es H,: D(X)>D (Y), 
hay que calcular la relación entre las dispersiones corregidas 
mayor y menor, es decir, 


y por la tabla de puntos críticos de la distribución de Fi- 
sher—Snodocor, según el nivel de significación prefijado a 
y los números de grados do libertad /e, y le, (lg, es ol número 
de grados de libertad de la dispersión corregida mayor), 
hallar el punto crítico Fora (æ, kr, Ka). 

Si Fo < For, no hay porque rechazar la hipótesis 
aula, 

Si Fors > Fer, se rechaza la hipótesis nula. 

Ejemplo 1. Por dos muestras independientes de volú- 
mones n, = 12 y n, = 15, extraídas de los conjuntos gonera- 
les normales X e Y, se han hallado las dispersiones muestra- 
Jes corregidas sk = 11,41 y sy = 6,52. Para un nivel de 
significación de 0,05 verificar la hipótesis fundamental 
Ho: D (X) = D (Y) sobre la igualdad de las dispersiones 
generales, cuando la hipótesis concurrente H; :D (X) > 
>DM. 

soLucIOs. Hallamos la relación entre las dispersionos 
corregidas mayor y menor: 


R 
Fsm gar =1,75 


Puesto que la hipótesis concurrente tiene la forma D (X) > 
>D (Y), la región crítica es de derecha. 

Por la tabla (suplemento 7), según el nivel de significa- 
ción a = 0,05 y los números de grados de libertad k; = 
m 124 = 11 y k, = 15—41 = 14, hallamos el punto crítico 
Fer (0,05; 14; 14) = 2,57. 

Dado que Fors < Fr, no hay porgue rechazar la hipó- 
tesis fundamental sobre la igueldad”de las dispersiones 
generales. 

SEGUNDO caso. La hipótesis fundamental He : DUX)'= 
=D (Y). La hipótesis alternativa H, :D (X) 2D (Y). 

En esto caso se construye una región crítica bilateral, 
partiendo de la condición de quela probabilidad de que el cri- 
terio caiga en esta región, suponiendo que la hipótesis fun- 


ato 


damental es cierta, sea igual al nivel de significación admi- 
tido æ. 

¿Cómo elegir los límites de la región crítica? Resulta que 
la potencia máxima (lo probabilidad de que el criterio caiga 
en la región crítica, siendo cierta la hipótesis alternativa) 


Fig. 24. 


se logra cuando la probabilidad de que el criterio caiga en 
cada uno de los intervalos de la región crítica es igual a F- 


Por consiguiente, si designamos por F, el límite izquier- 
do de la región critica y por F, el derecho, tienen que pro- 
ducirse las correlaciones (fig. 24); 


PESF)=%$, P(P>F)=%> 


Como vemos, es suficiente encontrar los puntos críticos 
para hallar la propia región crítica 
ESF. P>Fa 
así como la región de aceptaci 
P <P <P, 
¿Comó hallar prácticamente los puntos críticos? 
El punto crítico derecho F, = Fer ($, Ku ky) so halla 
directamente por la tabla de puntos críticos de la distribu- 
ción de Físher-Snedecor según el nivel de significación $ 


y los grados de libertad k, y ky. 

Pero esta tabla no contiene datos do los puntos críticos 
izquerdos, por lo cual es imposible hallar F, directamente 
por la tabla. 

Existe un método que permite superar esta dificultad. 
Empero no lo describiremos, ya que el punto crítico izquier- 
do se puede dejar de buscar. Nos limitamos a exponer el 
modo de garantizar la caída del criterio F en la región 


de la hipótesis fundamental: 
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crítica bilateral con la probabilidad igual al nivel de signi- 
ficación admitido æ. 

Resulta suficiente hallar el punto crítico derecho F, para 
vn nivel de significación dos veces menor que el dado. En 
tal caso no sólo la probabilidad de que el criterio caiga en 
la «parto derecha» de la región crítica (es decir, más a la 
derecha de P.) es igual a $, sino que la probabilidad de que 
esto criterio caiga en la «porte izquierda» de Ja región criti- 
ca (es decir, más a la izquierda de F,) será también igual 
a G- Puesto que estos sucesos son mutuamente excluyentes, 
la probabilidad de que el criterio examinado caiga en toda 
la región crítica bilateral, será igual a 4H =a. 


Por consiguiente, cuando la hipótesis alternativa 
:D (X) 4D (Y), es suficiente hallar el punto crilico 


Py = Por ($ > kn ka) > 

Regla 2. Para verificar, a un nivel de significación 
dado %, la hipótesis fondamental de Ja igualdad de las di 
persiones generales de conjuntos distribuidos normalmente, 
cuando Ja hipótesis alternativa M, : D (X) <D (Y), hay 
que calcular la relación entre las, dispersiones corregidas 


mayor y menor, es decir, Poy="5"% y por la tabla de 


puntos cri 


¡cos de la distribución de Fisher—Snedecor según 
el nivel de significación 4 (dos veces menor que el dado) 


y por los números de grados de libertad k, y ką (k es el 
número de grados de libertad de la dispersión mayor) hallar 
el punto crítico Pa ($e bs ha). 

Si Poy < For; no hay porque rechazar la hipótesis fun- 
damental. 

Si Fo > Fen la hipótesis fundamental se rechaza 

Ejemplo 2. Por dos muestras independientes de volúme- 
nos m = 10 y n, = 18, extraídas do los conjuntos generales 
normales X è Y, se han hallado las dispersiones muestrales 
corregidas sł = 1,23 y s =0,41. Para el nivel de signi 
ción a = 0, icar la bipótesis fundamental de la igual 
dad de las dispersiones generales, cuando la hipótesis alter- 
nativa H,:D(X) 4D (Y). 


aa 


sorucios. Hallamos la relación entre las dispersiones 
corregidas mayor y menor: 


1,23 
Pas =g =S 


Por los datos la hipótesis alternativa (concurrente) tieno 
la forma D (X) =D (Y), por eso la región crítica os bila- 
teral. 

Por la tabla, según ol nivel de significción, dos veces 


menor quo el profijado, es decir, para S= 24 = 0,05 y los 


era di ¡ruta do NA ly = 104200 la on 18 
47, hallamos el puto crítico For (0,05; $; 47) = 
= 2,50. 

Puesto que Fom > Fer, la hipótesis fundamental de la 
igualdad do Ins disporsiones generales la rechazamos. En 
olras palabras, las dispersiones muestrales corregidas se 
diferencian considerablemente. Por ejemplo, si las disper- 
siones examinadas caracterizaran la precisión de dos méto- 
dos de mediciones, hay que preferir el método que tiene 
una dispersión menor (0,41). 


Comparación de la dispersión muestral corregida con 
ispersión general hipotética de un conjunto normal 


la 


Supongamos que un conjunto general está distribuido 
normalmente, pero existen motivos para suponer que la 
dispersión general, a pesar de ser desconocida, es igual al 
valor hipotético (supuesto) aj. En la práctica oš se determi- 
ma basándose en la experiencia anterior, o bien teóricamente. 

Supongamos que de un conjunto general se ha extraido 
una muestro de volumen n y por ella se obtuvo la dispersión 
muestral corregida S° con k = n — 4 grados de libertad. 
Para un nivel de significación prefijado se necesita verificar 
por la dispersión corregida la hipótesis fundamental consis- 
tonto on que la dispersión general del conjunto oyaminado 
es igual al valor hipotético 0%. 

Teniendo cu cuenta que S? es la est 

al, la hipótes 


escribir así 
Ily: M (S) =0%. 


Así, se necesita verificar que la esperanza matemática 
de la dispersión corregida es igual al valor hipótético de la 


a 


dispersión general. En otras palabras, hay que establecer si 
las dispersiones muestral corregida e hipotética generales se 
diferencian considerablemente o no. 

En la práctica, la hipótesis a examinar se verifica si hay 
que controlar la precisión de los aparatos, instrumentos, må- 
quinas, métodos de investigación y estabilidad de procesos 
tecnológicos. Por ejemplo, si se conoce la característica ad- 
misible de dispersión de la dimensión a controlar de las pie- 
zas producidas por una máquina automática, igual a 03, 
y la dispersión corregida hallada por la muestra resulta de 
manera significativa mayor que 0], entonces hay quo reajus- 
tar la máquina. 

Como criterio de verificación de la hipótesis nula 


tomamos la magnitud aleartoria 03%. Esta magnitud 


es aleatoria, puesto que en distintos experimentos S? tomará 
distintos valores previamente desconocidos. Ya que se puede 
demostrar que tiene la distribución x? con k = n — 1 grados 
de libertad (cap. XIT. $ 13). lo designamos por 2. 

De este modo, el criterio de verificación de la hipótesis 
nula es 


nse 


ión crítica se construye según el tipo de hipótesis 
alternativa (concurrente). 

PRENER caso. La hipótesis fundamental Hp: o° = o}. La 
hipótesis alternativa A, : o° > o2- 

En este caso, la región crítica de derecha se construye par- 
tiendo de la condición de que la probabilidad de que el crite- 
rio caiga en esta región, suponiendo cierta la hipótesis fun- 
damental, sea igual al nivel do significación admitido: 


PRS rila. l=a. 


El punto crítico yi (a, k) se halla por la tabla de puntos 
críticos de la distribución 72 (suplemento 5) y, luego la ro- 
gión crítica de derecha se determina por la desigualdad 


>in 


mientras que la región de aceptación de la hipótesis funda- 
mental, por la desigualdad 


E< kr 
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Designemos ol valor del criterio, calculado según los 
datos de las observaciones, por %3» y formulomos la regla de 
verificación de la hipótesis nula. 

Regla 1. Para verificar, a un nivel de significación dado 
a, la hipótesis mula M: o° = o% sobre la igualdad entre 
la dispersión goneral desconocida de un conjunto normal 
y el valor hipotético, cuando la hipótesis alternativa H; 
a° > 02, hay que calcular el valor observado dol criterio 
y por la tabla de puntos críticos do 


¡ón 1%, según el nivel de significación profijado a 


y cl m ro de grados de libertad k = n — 1, hallar el 
punto crítico xe (a, k). 

Si fa< Ye no hay porque rechazar la hipótesis 
mula. 


Si 31 > Yè la hipótesis mula se rechaza. 

Ejemplo 1. De wn conjunto general normal se ha extraído 
n estra de volumen z = 13 y por ella se ha hallado la 
dispersión muestral corregida sè = 44,6. Se necesita verificar 
la hipótesis fundamental Ho : 0* = 03 = 12, para el nivel 
de significación 0,01, tomando como hipótesis alternativa 
H: 0° >12. 

soLucioN. Hallamos el valor obsorvado del criterio. 


En eya A 148. 


Por los datos la hipótesis alternativa tiene la forma 
o° > $2, por lo tanto la región crítica es de derecha. 
_Por la tabla (suplemento 5), según el nivel de significa- 
i y el número de grados de libertad k =n — 1 = 
4 = 12, hallamos el punto crítico yê, (0,01; 12) = 


Puesto que w< Xin no hay motivos para rechazar 
la hipótesis fundamental. En otras palabras, la diferencia 
entro la dispersión corrogida (14,8) y la disporsión gonoral 
hipotética (12) no es significante. 

seouxoo caso. La hipótesis fundamental Ho : 0% = 03. La 
hipótesis alternativa A, : 0° 03. 

En este caso, se construye Ja región crítica bilateral, par- 
tiondo de la condición de que la probabilidad de que el crite- 
rio caiga en esta región, suponiendo cierta la hipótesis nula, 
sea igual al nivel de significación admitido a. 


as 


Los puntos críticos, o sea, los límites izquierdo y derecho 
de la región crítica, se hallan a condición de que la proba- 
bilidad de que el criterio caiga en cada uno de los dos inter- 


valos de la región crítica, sea igual a + 
Ple<rom ($. k). 


P[2> de ($, )]-5 
En la tabla de puntos críticos de la distribución y* se 
indican solamente los puntos críticos ederechos», por eso sur- 
ge una dificultod aparente en buscar los puntos críticos 
«izquierdos». Esta dificultad se salva fácilmente si se tiene 
en cuenta que los sucesos 


<a Y > nia 
son opuestos y, por lo tanto. la suma de sus probabilidades 
es igual a la unidad: 


P< ti. nd) +P (P> ind =. 


De aquí 
P (> lr. ra) 


-PLÉ = 1. 


Como vemos, el punto crítico izquierdo se puede buscar, 
como de derecho (lo que significa que se puede hallar por la 
tabla), partiendo de la condición de que la probabilidad 
de que el criterio caiga en el intervalo situado a la derecha 
de este punto, sea igual a 1— $. 

Regla 2. Para verificar, a un nivel de significación 
dado a lo hipótesis nula de la igualdad entre dispersión 
general desconocida o? de un conjunto normal y el valor hi- 
potético 03, cuando la hipótesis alternativa # : 0* 03, 
hay que Calcular el valor observado del criterio xhts = 
=P y por la tabla hallar el punto crítico izquierdo 
tè (1— F K) y el derecho, y% ($, 4) - 

Si 2r.a < Xba < gire no hay porque rechazar la 
hipótesis fundamental. 

Si Xin < Xértog 0 bien ir > Xinter, la hipótesis 
fundamental se aza. 
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Ejemplo 2. De uu conjunto general normal se ha extraído 
muestra do volumen z =13 y por ella se ha hallado la 
dispersión muestral corregida + = 10,3. Se necesita verifi- 
car, para el nivel de significación 0,02, la hipótesis funda- 
mental He: o = o = 12, tomando como hipótesis alter- 
nativa Hy: 0% 12. 
SOLUCION. Hallamos el valor observado del criterio 


tesis alternativa Liono la forma o? ye 
, ln región crítica es bilateral. 
Por la tabla (suplemento 5) hallamos los puntos críticos: 


inquiordo — xè (1 — k) = xè (1—2, 12) = 
= yi (0,99; 12) = 3,57 y derecho — xë (i k) = yà (0,01; 
12) = 26,2 

Ya que el valor observado del criterio corresponde a la 
región de aceptación de la hipótesis (3,57 < 10,3 < 26,2), 
no hay porque rechazarla. En otras palabras, la dispersi 
¡muestral corregida (10,3) se diferencia poco de la dispersión 


Nota 4. Si se ha hallado la dispersión muestral Dm, como criterio 
so loma la magnitud aleatoria 


r= ZDB que tione distribución 42 con k = n — 1 gradosde libertad, 


bicn so pasa a è = Ey Dm- 


Nota 2. Si el número de grados do libertad k > 30, el punto críti- 
eo ae (a, M) xo puedo hallar aproximadamente por la igualdad do Wil- 
son — Milfenty 


xila, =a [1 -tuy EY. 


dondo Z se halla, utilizando la función do Laplace (suplemento 2), 
i= 


por lo igualdad © (Za) = 2722, 


a 


$ 10. Comparación de dos medias de conjuntos generales 
normales, cuyas dispersiones son conocidas 
(muestras independientes) 


Supongamos que los conjuntos generales X e Y están dis- 
tribuidos normalmente, asimismo se conocen sus dispersio- 
nes (por ejemplo, del experimento anterior, o bien hallados 
toóricamonte). Por las muestras independientes de volúmo- 
nes n y m, extraídas de estos conjuntos, se han hallado las 
medias muestrales 7 0 y. 

Por las medias muestrales y dado ol nivel de significa- 
ción a hay que verificar la hipótesis nula consistente 
en que las medias generales (esperanzas matemáticas) de los 
conjuntos a examinar son iguales entre sí. es decir, 


Ho: M(X) = M (Y). 

Teniendo en cuenta que las medias muestrales son esti- 
maciones no desviadas de las medias generales (cap. XV, $ 5), 
es decir, A! (X) = A (X) y M (F) = M (Y), la hipótesis 
mula puede escribirse asi 


Hy M (X)=M (Y). 


Por consiguiente, es necesario verificar que las esperan as 
matemáticas de las medias muestrales son iguales entre si. 
Este problema se plantea por que, como regla, las medias 
muestrales resultan distintas. Surge la pregunta: ¿las 
medias muestrales se diferencian de un modo significativo 
o insignificativo? 

Si la hipótesis mul 


(cero) resulta cierta, es decir, las 
medias generales soi la diferencia de las medias 
muestrales es insignificativa y se debe a causas fortuitas, 
en particular, a la selección aleatoria de los objetos de la 
muestra. 

Por ejemplo, si las magnitudes físicas A y B tienen idén- 
ticas dimensiones verdaderas, y las medias aritméticas z 
e y de los resultados de las mediciones de estas magnitudes 
son distintas, esta diferencia es insignificativa. 

Si la hipótesis mula se rechaza, es decir, las me- 
dias generales no son iguales, la diferencia de las medias 
muestrales es significativa y no puedo ser debida a causas 
fortuita, sino se debe a que las propias medios generales 
(esperanzas matemáticas) son diferentes. Por ejemplo, si 
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la media aritmética z de los resultados de las mediciones 
de la magnitud física 41 se diferencia de manera significati- 
va de la media ortitmética y de los resultados de las medicio- 
nes de la maguitud física B, esto demuestra que las dimensio- 
mes verdaderas (esperanzas matemáticas) de estas magnitudes 
son distintos. 

Como criterio du verificación de la hipótesis nula toma- 
mos la magnitud aleatoria 


Y X-Y 


Esta es uno magnitud aleatoria, ya que en distintas pruebas 
T e y toman distintos valores previamente desconocidos. 
EXPLICACION. Por definición de la desviación cuadrática 
ia a (¥—F) =- VD (RP). e 
Basándonos en la propiedad 4 (cap. VIII, $5) D Œ —F) = 
=D (X) + D (F). 
Por la fórmula (*) (cap. VIII, $ 9): DL, 


D(F) =EL, Por lo tanto, 


-=y 
El criterio Z es una magnitud aleatoria normal normada. 
En efecto, la magnitud Z está distribuida normalmente, 
puesto que es la com n lineal de las magnitudes X e Y 
normalmente distribuidas; estas propias magnitudes están 
widas normalmente como las medias muestrales 
is por las muestras escogidas de los conjuntos generales 
es una magnitud normada, porque Af (Z) =0, 
cuando la hipótesis fundamental es cierta, o (Z) = 4, pues 
las muestras son independientes. 
a región crítica so constrnyo según el lipo do hipòtesis 
alternativa. 
vrs caso, Ja hipótesis mula //6 A (X) =M (Y). 
La Iupótesís alte m Hy: MAX) M (Y). 
En este caso so contruye Ja región crítica 1, par- 
tiendo de la condición de que la probabilidad de cacr el 


oí - 
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criterio en esta región, suponiendo que la hipótesis funda- 
mental es cierta, sea igual al nivel de significación admi- 
tido a. 

La potencia máxima del criterio (probabilidad de que el 
criterio caiga en la región crítica, cuando la bipótesis alter- 
uativa es cierta) se logra cuando los puntos críticos «izquier- 
do» y «derecho» se escogen de manera que la probabilidad 
de caer el criterio en cada uno de los dos intervalos de la 
rogión crítica, sea igual a $: 


PL ire 


PL > tere) Fe 


Puesto que Z es una magnitud normal normada, y la 
distribución de tal magnitud es simétrica con respecto a cero 
los puntos críticos también son simétricos con respecto a cero. 


Fig. 23. 


Por consiguiente, si el límite derecho de la región crítis 
bilateral la designamos por zer, tendremos que el límite iz- 
quierdo es igual a —zer (fig. 

De este modo, es suficiente hallar el límite derecho para 
encontrar la propia región crítica bilateral 


L<—tm Z> ter 
y la región de aceptación de la hipótesis nula es 
(tem ter). 


Veamos como hallar zer, o sea, el límite derecho de la re- 
ga crítica bilateral, utilizando la función de Laplaco ® (2). 

e sabe que la función de Laplace determina la probabilidad 
de que una magnitud aleatoria normal normada, por ejem- 
plo Z, caiga en el intervalo (0, 2): 


P(<Z<z23=0 (3). ce] 
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Dado que la distribución de Z es simétrica con respecto 
a coro, la probabilidad de que Z caiga en el intervalo (0, 00) 


es igual a $. Por lo tanto, si so descompone este intervalo 


mediante el punto zer, en los intervalos (0, Zer) y (čer, 00), por 
el teorema de la adición 


POSES ta) +P (> tm te (0) 


En virtud de (*) y (*4), obtenemos 


Dl ee 
Por lo tanto, 
fa 


0)= E. 


De aquí deducimos: para hallar el límite derecho de la 
región crítica bilateral (zu) es suficiente encontrar el valor 
del argumento de Ja función de Laplace, al que corresponde 
wn valor de la función, igual a47. 

En tal caso, la segión crítica bilateral se determina por 
las desigualdades. 


Z< 20m Z> ter 
o por la desigualdad equivalente 


KiS ser 
y la región de aceptación de la hipótesis nula por 
la desigualdad 
Sier LŽ < ier 
o por la desigualdad equivalente 
KIS te 

Designemos ol valor del erit calculado por los 
de las observaciones, por Zows y formulemos la regla de veri- 
datos ficación de la hipótesis nula. 

Regla icar a un nivel de significación dado a 
la hipótesis nula M (X)=M (Y) sobre la igual- 
dad de las esperanzas matemáticas de dos conjuntos genc- 
rales normales con dispersiones conocidas, cuando la hi 
tesis alternativa Hy M (X) #M (Y), hay que calcular 


210300 2 


el valor observado del criterio Zob = 


la tabla de Ja función de Laplaco hallar el punto crítico 
por la igualdad 4 (zo) > 

Si om) < er no hay porque rechazar lu hipótesis 
fundamental. 

Si Mowsl > zer, la hipótesis fundamental so rechaza. 

Ejemplo 1 Por dos muestras independientes «le: volúmo- 
nes 1 =60 y m=50, extraídas de conjuntos generales 
normales, se han hallado las medias muestrales z = 1250 
e y= 1275, 
D) = D (Y) = 100. Para el nivol do sign 
0,01, verificar la hipótesis fundamental H, 
= M (Y), cuando la hipótesis alternativa 2, 
#M (Y). 

soructox. Hallamos el valor observado dol criterio 


z 12501228 


DX), DIV) 120, 1 
VA Vot 


Por los datos, la hipótesis alternativa tiene Ju forma M (X) + 
+A (Y), por cso la región crítica es bilateral. 
Hallamos el punto critico derccho por la igualdad 


0,495. 


Zore =-—12,5. 


Vf 2 
Por la tabla de la función de Laplace (suplemento 2) halla 
mos ser = 2, 
Puesto que |Zovs! > zer, rechazamos la hipótesis funda- 
En otras palabras, las medias muestrales so difo- 
de modo significativo. 
hipótesis fundamental Ma: Al (X) = 
= M (Y). La hipótesis alternativa 1/5: A/ (X) > AL (Y). 
En la práctica este caso tione lugar si las razones pro- 
fesionales permiten suponer que la media general de un 
conjunto es mayor que la media general del otro. lor ejem- 
plo, si se ha introducido el perfeccionamiento do un proceso 
tecnológica, es natural admitir que ollo dará lugar al aw- 
mento de la producción. 


renci 
SEGUNDO Caso, La 


m 


En este caso se construye la regi 
ado do la con de que la probabil 


¡ca de derecha par- 
¡dad de que ol cri- 


Fig. 20. 


terio caiga eu esta región suponiendo que la lipó 
mental es cierta, sea igual al nivel de significación admitido 
(fig. 26): 


P (2) > zer) = a. qaj 


Mostromos cómo hallar el punto crítico mediante la fun- 
ción de Laplace. Utilizamos la correlación (***): 


P(0<Z< ter) +P (Z> ze) 


En virtud de (**) y (****) tenemos 


Por lo tanto, 


De aquí deducimos que para hallar el límite de la región 
crítica de derecha (zer), es suficiente encontrar el valor del 
argumento de la función de Laplace, al que corresponde el 


valor de la función, iguala En tal caso, la región 


crítica de derecha se determina por la desigualdad Z > zer, 
y la región de aceptación de la hipótesis fundamental 
(nula), por la desigualdad Z < 

Regla 2. Para verificar a un nivel de significación pre- 
fijado a, la hipótesis fundmental Hy: A (X) = M (Y) de 
la igualdad entre las esperanzas matemáticas de dos con- 
juntos generales normales de dispersiones conocidas, cuando 
la hipótesis alternativa H: AL (X) > A (Y), hay que cal- 


Loy io Zos = — tole 
cular el valor observado del criterio Zens 775,78 


2e 323 


y por la tabla de función de Laplace hallar el punto crítico 
de Ja igualdad WE) = 2. 


7 


Si Zops < er, no hay porque rechazar la hipótesis fun- 
«lnmental 

Si Zobs > fer, Ja hipótesis fundamental se rechaza, 

Ejemplo 2. Por dos muestras independientes de volúme- 
nes n= 10 y m= 10, escogidas de conjuntos goncrales 
normales, se han hallado Jas medias muestrales z = 14,3 
e y=12,2. Las dispersiones generales son conocid: 
D (X) = 22, D (Y) = 48. Verificar la hipótesis funda 
tal He: AI (X) = A (Y) para el nivel de significación O, 
siendo la hipótesis, alternativa H,: M (X) >M (Y). 

soruciox. Jlallamos, el valor observado del criterio 


Por los datos, la hipótesis alternativa tiene Ja forma 
M (X) > M (Y), por eso la región crítica es de derecha. 

Por la tabla de la función do Laplace hallamos que 
ter =1,64. 

Puesto que Zo < ser, no hay porque rechazar la hipó- 
tesis fundamental. En otras palabras, las medias muestrales 
se diferencian de manera insignificativa. 

TERCER Caso. La “hipótesis fundamental Ho M,(X),= 
=M (Y). La hipótesis alternativa J: M (X) < M (Y). 

En este caso se construye la región crítica de izquierda, 
partiendo do la condición do que la probabilidad de 


Pig. 27. 


criterio en esta región, suponiendo qne la hipótesis funda- 
mental es cierta, sea igual al nivel do significación admitido 
(fig. 27): 


PL<E)=0. 
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Tomando en consideración que el criterio Z está distri- 
huido simétricamente respecto a cero, deducimos que el 
punto crítico, buscado zer es simétrico de un punto tal 
der >0, para el que P(Z>ze) =0, es decir, zr = 
= — ze. Por consiguiente, para hallar el punto Zer, 
es suficiente al principio hallar el «punto auxiliar» zèr dol 
modo descripto en el segundo caso, y luego tomar el valor 
encontrado con signo menos. Entonces la región crítica 
de izquierda se determina por la desigualdad Z< — zer, 
y la región de acopt zd de la hipótesis fundamental, por 
la desigualdad Z> — zer- 

Regla 3. Para ln hipótesis alternativa I: M (X) < 

zo, por la tabla 


< M (Y) hay quo calcular Zeb y, al co, 
de la función de Laplace hay que hallar el «punto auxiliare 


. y luego poner 


low > —2cr, no hay porque rechazar la hipótesis 
fundamental, 

Si Zae < — zer, la hipótesis fundamental se rechaza. 

Ejemplo 3. Por dos muestras independientes de volúme- 
nes n =50 y m=50, extraídas de conjuntos generales 
se han hallado las medias muestrales 7 = 142 
e 450. Las dispersiones generales son conocidas: 
D (X) = 28,2, D (Y) = 22,8. Verificar la hipótesis funda- 
mental Ho: AI (X) = Af (Y) para el nivel de significación 
0,01, siendo la is alternativa Hy: M (X) < A (Y). 

SOLUCION. Sustituyendo los datos del problema en la ór- 
mula para calcular el valor observado del criterio, obtene- 
mos Zo = — 8. 

Según los datos, la hipótesis alternativa tiene la forma 
M(X) <M (Y), por eso la región crítica es de izquierda 
Hallamos el «punto auxiliar» zey mediante la igualdad 


120 12001 0,69, 


Df 


Por la tabla de la función de Laplace hallamos zer = 
= 2,33. Por lo tanto, zer = — žer = — 2,33. 
Como Zow < — Zer, rechazamos la hipótesis fundamen- 
tal. En otras palabras, la media muestral z es bastante me 
nor que la media moestral y. 


Es] 


$ 11. Comparación de dos medias de conjuntos generales 
arbitrariamente distribuidos (grandes muestras independientes) 


En el párrafo precedente se supuso que los conjuntos ge- 
nerales X e Y están distribuidos normalmente, y sus dis- 
persiones son conocidas. Con esta suposición, cuando la 
hipótesis fundamental de la igualdad entre las medias para 
muestras independientes, el criterio Z está distribuido con 
precisión normalmento con parámetros 0 y 1. 

Si no se cumplo aunque sea una do lascondiciones ex pues- 
tas, el método comparativo do las medias, descripto on el 
$ 10, no es aplicable. 

Sin embargo, si las muestras ind 
gran volumen (no menos de 30 cada wn: 
iralos están distribuidas con aprox 
mientras que las dispersiones muestral naciones 
bastante buenas de las dispersiones generales y en esto 
sontido so pueden considerar conocidas con aproximación 


En resumen el criterio 
z Y 
á 0, Da) 


está distribuido con aproxi 
metros A (2) =0 (a condición do que la hipótesis fumlame: 
tal sca cierta) y ø ({Z') = 1 (si las muestras son indope 
ntes). 
De este modo, si: 4) os generales están dis- 
tribuidos normalmente, y sus dispersioes son desconocidas 
istribuidos norma 
3) Jos conjuntos g 


las; además, las muestras tienen 
men y son independientes, podemos comparar Las medias con 
se hu descripto en el $ 10, sustituyendo ol criterio exacto Z 
por el criterio aproximado Z’. En este caso, el valor observ 
do del criterio aproximado es: 


as ii 


— E" 
y Pa, 2205 


Noia, Puesto que el criterio esmaluado es aproximado, conviene 


tener curdado con las deducciones obtenidas por esto 
ss 


Ejemplo. Por dos muestras independientes de volúmenes 
n= 100 ym= 120, se han obtenido las medias muestrales 
F = 32,4, y = 30,1 y las dispersiones muestrales Dim (X) = 
= 15,0, De (Y) = 25,2. Hay que verificar la hipólesis 
fundamental Hy: A (X) = M (Y) para el nivel de signi- 
ficación 0,05, siendo la hipótesis alternativa H, : M (X) 3+ 
#M (Y). 

sonuctos. Sustituyendo los datos del problema en la fór- 
mula para ol cál del valor observado del criterio aprox 
mado, obtenemos Zap = 3,83. 

Según los datos, la hipótesis altern: 
M (X) > M (Y), por eso la región 

Halfumos el punto crítico por la igualdad 


Oleje 22128 0.45, 


Por la tabla de la función de Laplace hallamos que 
er = 1.04. 

Ya que Žobs > zer, rechazamos la hi 
En otras las medias muestrak 
manera 


ótesis fundamental. 
se diferencian de 


normales, cuyas dispersiones son desconocidas 
e idénticas (pequeñas muestras independientes) 


Supongamos «que los col 


tos generales X e Y están 
istribuidos normalmente y 


son desconoci- 
is de pequeño volumen no so 
den obtener buenas de las dispersiones 
generales. lor este motivo, el método comparativo de las 
medias, expuesto en el $ 11, no es aplicable, 

Sin embargo, sí suponemos complementariamento que 
las dispersiones generales desconocidos son iguales entre sí, se 
puedo formar el criterio comparativo de medias (do Stu- 
dent). Por ejemplo, si se comparan las dimensiones medias 
de dos partidas de piezas producidas en nna misma máquina 
herramienta, es natural admitir que las disporsiones de las 
dimensiones a controlar son idénticas. 

Si no hay motivos para considerar que las dispersiones 
son idénticas, antes de comparar las medias debe verificarse 
previamente la hipótesis de la igualdad entre las dispersio- 
nes generales, utilizando el criterio do Fishor—Snedecor ($8). 


321 


De este modo, suponiendo quo las dispersiones generales 
son idénticas, es necesario verificar la hipótesis fundamental 

: as palabras, hay que estable- 
cor si las medias muestrales Z o y halladas por pequeñas 
muestras independientes de volúmenes x y m, se diferencian 
de manera significativa o insignificativa. 

Como criterio de verificación de la hipótesis fundamental 
tomomos la magnitud aleatoria 


pa E 284 y =E 
VID oek 


Se ha demostrado que la magnitud 7, cuando la hipótesis fnn- 
damental es cierta, tiene la distribución £ de Stent con 
k = n + m — 2 grados do libertad. 

La región crítica so construye en función del tipo do hi pó- 
tesis alternativa. 

PRIMER Caso. La hipótesis fundamental He: M (X) = 
= M (Y). La hipótesis alternativa Hy: M (X) 4M (Y). 

En este caso se construye Ja región critica bilateral, par- 
tiendo de la condición deque la probabilidad do caer ol cri- 
terio T en esta región, suponiendo que la hipótesis funda- 
mental es cierta, será igual al nivel de significación admi- 
tido œ. 

La potencia máxima del criterio (probabilidad de que el 
criterio caiga en la región crítica, si la hij 
es cierta) se logra cuando los puntos críticos «izquierdo» 
y «derechos se eligen de tal modo que la probabilidad de que 
el criterio caiga en cada uno de los dos intervalos de Ja re- 


gión crítica bilateral, es igual a $: 


POSI P> ler a) 


En virtud de que la magnitud T tiene la distribución £ do 
Student, y olla es simétrica respecto a coro, tendremos que 
también los puntos críticos son simétricos respecto a coro. 
Por con siguiento, si designamos el límite derecho de la ro- 
gión crítica bilateral por fer»nat (æ, 4), o) limito izquierdo 
será igual a —ter siat (2, sí pues, es suficionto hallar 
el límite derecho do la región crítica para encontrar la 
región crítica bilateral, 


T< — teryiias (2, K), T > leron (2, A) 
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y lu región de aceptación de la hipótesis fundamental 
[—ter.onios (2%, A), fer mas (a, Dl 

lor del criterio, calculado por los datos 
por Tous y formulemos la regla de veri- 
ficación dela hipótesis fundamental. 

Regla 1. ivel de significación 
do x, la hipótesis. fundamental. Ha: M (X) = M (Y) 
de Ja igualdad entro las esperanzas matemáticas de dos con- 
juntos normales con dispersiones desconocidas, pero idénti- 
tas (en el caso de poq uestras independientes), cua 
do la hipói M (X) -M (Y), bay que 
calcular cl valor ohservado del criterio 


eV RR 


según la tabla de puntos críticos de la distribución £ de 
Študent, porel nivel do significación dado a (dispuesto en la 
línea superior de la Labla) y el número de grados de libertad 
k=n> m-—2, hallar ol punto crítico teepnat (œ, E). 

Si lTow!< fepna (a, k), no hay porque rechazar 
la hipótesis fundamental. 

Si Tos} > formas (2, k), la hipótesis fundamental 
so rechaza. 

Ejemplo. Por dos muestras pequeñas independientes de 
volúmenes n =5 y m = 6, escogidas de los conjuntos gene- 
rales normales X o Y, se han hallado lus medias muestrales 

= = y las dispersiones corregidas sk = 0,25 
y sẹ =0,108. Para cl nivel de significación 0,05, verificar la 
hipótesis fundamental He: M (X) = M (Y), siendo la hi- 
pótesis alternativa My: M (X) 22M (Y). 

SOLUCION. Puesto «ue las dispersiones muestrales son dis- 
tintas, verificamos previamente la hipótesis fundamental de 
/aldad entre las dispersiones generales, utilizando el 
rio de Fishor—Snedecor ($ 8). 

1allomos la rela 
yor y menor 


persiones corregidas ma- 


La dispersión sí es hastante mayor que la dispersion sY, 
por cso tomamos como hipótesis alternativa Hy: D 
>D (Y). En estecaso, la región crítica es do derech: 


la tabla, por el nivel de significación æ =0,05 y los núme- 
ros de grados de libertad k, =5—1=4,k,=6—1=5, 
Tallamos el punto crítico Fer (0,05; 4; 5) = 5,19. 

Puesto que Fow < Fer, no hay porque rechazar la hipó- 
tesis Fundamental do la igualdad entro las disporsiones gone- 
rales. 

Ya que la hipótesis de la igualdad de las dispersiones ge- 
nerales se cumplo, comparamos las medias. 

mos el valor observado del criterio £ de Student: 


Poniendo Jos valores numéricos de las magnitudes que 
entran en esta fórmula, obtenemos Tons = 3,27. 

Por los datos. la hipótesis alternativa tiene la forma 
MAX) = (Y), por eso la región crítica es bilateral, Por 
1'de significación 0.05 x el número de grados de liber- 
tad k=5+46—2=09. hallamos según la tabla (suple 
mento 6) el punto crítico fritas (0,05 2 

Puesto que Tows > fer.biats rechazamos la hipót 
fundamental de la igualdad entre las medias generales. En 
otras palabras, las medias muestrales se diferencian de mane- 
ra significativa. 


fundamental My: MO) = 
Hy MAX) > MO) 
En esie caso se construyo la región crítica de derecha, 
partiendo de la condición de que la probabilidad de caer el 
criterio 7 en esta región suponiendo que la hipótesis funda- 
mental es cierta, sea igual al nivel de significación admitido: 


PAT > ter ter) = 2. 


El punto crítico ler. dee (2, A) se halla por la tabla (suple- 
mento 6) según el de significación a situado en la línea 
inferior de la tabla y por el número de grados de libertad 
k=n+m— 2. 

Si Tobs < fer.deri' no hay porque rechazar la hipótesis 
fundamental. 

Si Tow > ferde, la hipótesis fundamental se rechaza. 

mencer caso. La hipótesis fundamental Ho: M(X) = 
=M (Y). La hipótesis alternativa Hy: M (X) < M (Y). 

En este caso, se construye la región crítica de izquierda, 
partiendo de la condición de que la probabilidad de caer el 
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criterio en esta región, suponiendo que la hipótesis funda- 
ntal es cierta, sea igual al nivel de significación œ 
admitido: 


PTS ler ng) = a. 


En virtud de la simetría de Ja distribución de Student 
respecto a coro 


Tor eso, al principio hallamos el punto crítico sauxiliaro 
terer, Como se describe en el segundo caso y admitimos que 
ler a los sep 

St Yom > — les der no hay porque rechazar la hipó- 
tesis, fundamental 

Si Tow < ler øer, 50 rechaza la hipótesis fundamental. 


$ 43, Comparación de la media 


uestral y la media 
general hipotética de w 


conjunto normal 


A. La dispersión del conjunto general es conocida. Supon- 
gamos que el conjunto general X está distribuido normalmen- 
lo. además, a pesar de que la media general a es desconocida 
existen motivos pura suponer que ella es igual al valor 
hipotético (supuesto) a. Por ejemplo, si X es el conjunto de 
dimensiones zy de ua partida de piezas producidas por una 
máquina automática, se puede suponer quela media general 

ss mensions es igual a la dimensión teórica ag. 

mposición se halla la media muestral z 

y se establece si Y y ay se diferencian do manera significativa 

difere 

11 asegura medio la dimensión do pro- 

yecto; si la , la máquina debe 
Frajustarne 

Supongamos que conocemos la dispersión del conjunto 

al, por ejemplo, del experimento anterior, o bien se ha 
hallado te 

Yo 


a muestra grande 
huona 


mpo la dispersión general o? 
vel de significación dado, se necesita 


ES] 


ya 


ficar por la media muestral la hipótesis fundamental 
as de la igualdad ontro la media general y el 
valor hipotético a. 

Teniendo en cuenta que la media muestral es la estimación 
no desviada de la media general (cap. XVI, $5), es decir, 
M (Ñ) = a, la hipótesis fundamental puede escribirse así: 
M(X) = a 


sar quo la esperanza 
matemática de la media muestral es igual a la media general 
hipotética. En otras palabras, hay que establecer si las 
medias muestral y general se diferencian de manera signi- 
ficotiva o insignificativa. 

Como criterio de verific: 
tomamos la. magnitud aleatoria 


X ao Yi 
e) a , 


quo está distribuida normalmente; además, cuando la hi- 
pótesis fundamental es cierta, A (U) =0, o (U) = 1. 

Puesto que aquí la región crítica se construyo en función 
del tipo de hipótesis alternativa, como en el $40, nos limita- 
remos a formular la regla de verificación de la hipótesis fun- 
damental, designando el valor del criterio U, caleulado por 
los datos de los observaciones, por Uots- 

Regla 1. Para verificar, a un nivel de significación dado, 
Ja hipótesis fundamental Mfo: a de la igualdad entro 
la media general a de un conjunto “normal con dispersión 


de la hipótesis fundamental 


U= 


conocida o° y el valor hipotético a, cuando la hipótesis 
alternativa =a, hay que calcular el valor observa- 
do del crit 


1 — RÁ 


G-a) VE 


y por la tabla de la función de Laplace, hallar el punto crí- 
Tico de la región crítica bilateral por Ja igualdad 


ñ 


ES 


1< lee no hay porque rechazar la hipótesis 


fundamental. 
Si |Uow| > ter la hipótesis fundamenta] se rechaza, 


3% 


Regla 2. Cuando la hipótesis concurrente Ay: a > ty, 
el punto critico ile la región crí de derecha se halla por Ea 
igualdad 


1% 

Que) = EE, 
Si Uops < er, no hay porque rechazar la hipótesis fun- 
ental 
Si Uos > Wer la hi 
Regla 3. Para Ja hipótesis altern 
principio so halla el pu 
p 
da es 


a 


Ur = — tter. 

Si Uos > — ter nO hay porquo rechazar la hipótesis 
fundamental. 
Doa < —lter so rechaza la hipótesis fundamental. 
mplo Ñ. De un conjunto genoral normal con desviación 
cuadrática media conocida o =0,36 se ha escogido una 
muestra de volumen n = 36 y por ella se ha hallado la me- 
dia muesi a el nivel de significación 0,05 
hay que verificar la hipótesis fundamental He: a = ay = 2, 
siendo la hipótesis allernativa Hy: a 221. 5 

sorucion. Iallamos cl valor observado del criterio 


E V= _ (1620 VE _ 49 
0,36 E. 


Ua= 


Por los dalos, la hipótesis alternativa tiene la forma 
ua, por eso la región E 
Mallamos el punto crítico por la igualdad 


biua tgant 0,45, 


Por Ja tabla de la función do Laplace encontramos iep = 
= 1,96, 
uesto «no Voy > ter, rechazamos la hipotesis tun- 
nental. fan otras palabras, las medias muestral y genoral 
polélica se diferencian de manera significativa, 
Ejemplo 2. Por los datos dol ejemplo 1 verificar la hipó- 
tesis fundamental //,:La = 21, cuando la hipótesis alterna- 
tiva os a> 21. "e 

soLucion. Dado que la hipótesis alternativa Liene la for- 
ma a > 21, la región crítica es de derecha. 
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Mallamos el punto crítico por la igualdad 
O (ie 
Porla tabla dela fun 


En 
hipól 


1 120 048, 


de Laplace encontramos e, =1,65. 
rind de que Us = 10 > gr, rechazomos la 
«sis fundomental; la diferencia entre las medias mues- 
tral y general hipotética es significativa. 

Cabe hacer notar que en el ejemplo 2 la hipótesis funda- 
mental podía haberse rechazado inmediatamente, ya 
había sido rechazada en el ejemplo 1, para la región crítica 
bilatoral. Hemos expuesto la resolución detallada con fines 
didácticos. 

B. La dispersión del conjunto general es desconocida. Sí 
la dispersión del conjunto goneral no es conocida (por ejem- 
plo, en el caso de muestras pequeñas), como criterio de y 
ficación de la hipótesis fundamental se toma la magnitud 
aleatoria. 


donde s es la des cuadrática media «corregida». La 
magnitud 7 tiene La distribución / de Student con k = z — 1 
grados de libertad. 

La región construye en función del tipo de hipó: 
tesis alternativa. Ya que eslo se realiza como so describió 
antes. nos limitamos a las reglas de verificación de la hipó- 
tesis fundamental. 

Regla 1. Para un nivel de significación dado æ, a fin 
do verificar la hipótesis fundamental Hy: a = a, sobre la 
igualdad entre la media general a desconocida (conjunto 
normal con dispersión desconocida) y el valor hipotético ap, 
cuando la hipótesis alternativa Hy: a 0, hay que caleu- 
lar el velor obser 


y por la tabla de puntos críticos de la distribución £ de Stu- 
nt, segi de significación dado a, situado en la 
uperior do la Lubla, y el número] de grados de libertad 
—1, hallar el punio crítico lor. biat (Œœ, A). 
Si [Tots I< fer.biat, no hay porque rechazar la hipóte- 
sis fundamental. 
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la hipótesis fundamental so rechaza. 
Rogla 2. Si la hipótesis altomatiya Mi: a > do, por el 
nivel de significación æ, situado en la línea inferior de la 
tabla (suplemento 6), y el número de grados de libertad 
k n — 1, se halla el punto crítico ter. der (œ, X) de la re- 
crítica de derecha. 

Si Tom< lero no hay porque rechazar la hipótesis 
fundamental. 


al principio se lu te 
y so supone! limite dela región crítica de izquierda ter i= 
a 

mm > — lector no Nay porque rechazar la hipóte- 

sis fundamental. 

Si Tor < — lerde, la hipótesis Fundamental se rechaza. 
r muestra de volumen n = 20, escog 

to general normal, se ha hallado la media 

y la desviación cuadrática media «corregi 

ción 0,05 hay que vori 
5, cuando 


la hipót 
somwciox» Calculamos el valor observado del criterio 


Ta EY uezis - Y 20 =0,99. 


Por los datos, la hipótesis Eae tiene la forma 
a Æ üa, por eso la región critica es bilateral. 

Por la tabla de puntos críticos do la 
Stndent, según el nivel de significación a 
en ln línea superior de lo tabla, y por el número de grados de 
libertad 4 =20— 1 = 19, hallamos el punto crítico 

(0,05; 19) > 2,09. 
Puesto que Tons] < fos. mos , no hay porque rechazar 
la hipótesis fundamental; la media muestral so diferencia 
dde manera insignificativa de la medía goneral hipotética. 


ter 


$ 14. Vínculo entre la región crítica bilateral y el 
intervalo de confianza 


Se demuestra Fácilmente y 
bilateral para cl nivel de si 
halla también el correspondi 


ar la región crítica 
por lo tanto, se 
te intervalo de confianza 


ES 


lo intervalo confidencial) con fiabilidad y=1 — a. Por 
ejemplo, en el $ 13, al verificar la hipótesis fundamental 
ly. a = an cuando fly 4 ay, exigimos que la probabi- 
lidod do càr ol criterio U=E=LVE culoregión orítica 
bilateral fuese igual al nivel de ficación æ, por lo tan- 
to, la probabilidad de que el criterio caiga en la región de 


aceptación de la hipótesis (ter, tce), iguala 1—a = y. En 
otras palabras, con la fiabilidad y se cumplo la desigualdad 


mE cun 


o bien la desigualdad equivalente 
<a<I+ ter 


E — ler 


donde O (te) = $- 
Homos obtenido el intervalo de confianza para estimar la 

esperanza matemática a do una distribución normal en el 

caso de o conocido, con fiabilidad y (cap. XVI, $ 15). 


Ne A pesar de que la búsqueda de la región crítica bilateral 
y del intervalo confidencial nos conduce a idénticos resultados. 
Ju interpretación es distinta: la región crítica bilateral define los li 


tos (puntos críticos), entre los cuales está situado el (1 — a) % dle 
número de criterios observados, hallados al repetir los experimento: 
el intervalo confidencial determina los límites (extremos del interva- 
lo), entre los cuales en y=(1—2)% de pruebas está encerrado el valor 
verdadero del parámetro que so estima. 


$ 15. Determinación del volumen mínimo de una muestra 
al comparar las medias muestral y general hipotética 


Frecuentemente en la práctica se conoce la magnitud 
(precisión) $ > 0 que no debe ser mayor que la magnitud 
absoluta do la diforencia entre las medias muestral y general 
hipotética. Por ejemplo, generalmente se necesita que la 
dimensión media de las piezas producidas se diferencia de la 
de proyecto no más que ua ô prefijado: 

Nos preguntamos: ¿cúal debe ser el volumon mínimo de 
la muestra para quese cumpla esta condición conla probabi- 
lidad y =1 — a (a es el nivel de significación)? 

Puesto que ol problema de encontrar el intervalo de con- 
fianza para estimar la esperanza imalomática do una distri- 
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¡ormal cuando so conoce o y el problema de hallar 
egión crítica bilateral. para vorilicar la hipótesis sobre la 
dad de la esperanza matemática (media general) al valor 
hipotético ($ 13, A) se_reduco a lo mismo ($ 14), utilizamos la 
fórmula (cap. XVÍ, $ 45) 


donde ter halla 


Si o es deconocido, y se ha encontrado su est 
entonces ($ 13, 8) 


$ 16. Ejemplo. de hallazgo de la potencia del criterio 


Mostremos un ejemplo de ha 
terit 


lazgo de la potencia del eri- 


jemplo.. Por la muestra de volumen n = 
un conjunto general normal con desviación cuadr: 
o 


escogida de 
a media 
JU conocida, se ha hallado la media muestral 3 = 15. 
ara el mivel de si 0,05 se n 

a) hallar la región crítica, si še verifica Ja hipótesis fu 
damental Ho: a = ay = 20 de la igualdad entre la medi 
general y e valor hipotético, siendo Ja bipótesis alternativa 
Hui i; 


Š. Dalat la potencia del ctiterio de vorificación, para 
= 16 
° soruciox. a) Puesto que la hipótesis altormativa tiene la 
forma a< dy, la región crítica es de izquierda. 
Utilizando la regla 3 ($ 13, A), hallamos el punto crítico: 
uér = — 1,65. Por lo tanto, la 1 
determina 'por la desig 


EVE 24,65, 


Do aquí F< 16,7. 

Para estos valores de la media muestral la hipótesis fun- 
damental se rechaza; en este sentido x = 16,7 se puedo consi- 
derar como valor crítico de la media muestral. 
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b) Para calcular la potencia del criterio examinado, encón- 
tramos previamente su valor, a condición de que la hipótesis 
Alternativa sea cierta (es decir cuando «e = 16), poniendo 


x = 10,7: 
dea VE 035, 


qu E< 16,7, U<0,35. Puesto quo 
para F< 16,7 la hipótesis fundamental se rechaza, y para 
U < 0,35 también se rechaza (en este caso la hipótesis al- 
lernaliva es cierta, como supusimos 49 = 16). 

Utilizando la función de Laplace, a continuación halla- 
mos la potencia del criterio, es decir, la probabilidad do quo 
la hipótesis fundamental sea rechazada si la hipótesis alter- 
nativa es cierta ($ 7): 


P (U < 05) =P (— o < U<0%)=-P—o< U<0)4 
HPO < U < 0,35) =0,5-+0(0,35)=0,54 0,1368 =0,6368. 

Así pues, la potencia buscada del criterio examinado es 
aproximadamente igual a 0,64. Si se aumenta el volumen 
de la muestra, la potencia se incrementa. 

Por ejemplo, cuando z = 64 la potencia es igual a 0,71. 
Si se aumenta a, la potencia también so incrementa. Por 
ejemplo, para œ =0,1 la potencia es igual a 0,7642. 


Y =E). 
o 


De aquí se aprecia quo, 


Nota. Conociendo la potencia so halla fácilmente la probabilidad 
del error de segundo género: $ = 1--0,64. (Está claro que para resol- 
vor leple antes podía haberse encontrado B, y luego la potencia, 
igual a 1 


$ 17. Comparación de dos medias de conjuntos generales 
normales con dispersiones desconocidas (muestras dependientes) 


En el párrafo anterior se supuso que las muestras eran 
independientes. - Aquí so examinan las muestras de igual 
volumen, cuyas variantes son dependientes de dos on dos 
Por ejemplo, si x, {í = 1, 2, . . .. n) son los resultados de 
las mediciones de las piezas por el primer aparato, e y, son 
los resultados de las mediciones de las mismas piezas pro- 
ducidas en igual orden por wn segundo aparato, 7, © y, son 
dependientes de dos en dos y, bajo esto concepto, las propias 
muestras son dependientes. Dado que, como regla 2, 4y,, 
se hace necesario establecer si los pares de estos números se 
diferencian de manera significativa o insignificativa. 
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Se plantea un problema análogo al comparar dos métodos 
de investigación realizados en un mismo laboratorio, o bion 
al investigar con igual método en des laboratorios dis- 
tintos. 

De este modo, supongamos que los conjuntos generales X 
e Y están distribuidos normalmente; además sus dispersio- 
nes son desconocidas. Se necesita vorificar, para el nivel de 
significación œ, la hipótesis fundamental Me: M (X) = 
= M (F) de l» igualdad entro las medias generales de los 
conjuntos normales con dispersiones desconocidas, siendo la 
hipótesis alternativa Z: AL (X) A! (Y), por dos mues- 
tras depondientes de igual volumen. 

Este problema de comparación de dos medias lo reducimos 
al problema de comparación de una modia muestral con el 
valor hipotético de la media general, resuelto en $ 13, B. 

Con este propósito ponemos en examen las magnitudes 
aleatorias, o sea, las diferencias D¿= X; — Y, y su media: 


p 22 Luro A Ny 


is nula es cierta, es decir, A (X)=34 (Y), 
entonces A (X) — A (F) =0 y, por lo tanto, 


M(D) -M(X—Y)=M(X)—M (7) =0. 


Por consiguiente, lo hipótesis nula Ho: M (X)= M (Y) 
podemos escribirla así: 


Ms M(D)=0, 


En esto caso, la hipòtesis oltornotiva toma la forma: 
Hy M(D) 40. 


diferenci 


1 
jdi 
rencias Zu la designamos por d, a distinción de la magnitud aleato- 

sia D. 
Así pues, el problema de comparar las dos medias 7 o y 
se reduce a comparar una media muestral d con el valor 
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hipotético de la media general 27 (D; 
blema ya se resolvió en el $ 13, B, 
regla de verificación de la 
ejemplo que la ilustra. 


Nota 2. Como se deduce de lo expuesto antes, en la fórmul 
($ 43, B) 


ay = 0. Este pro- 
, por eso daremos sólo la 
hipótesis fundamental y un 


hay que poner 


. Para verificar, a un nivel de significación profi- 
jado a, la hipótesis fundamental Mẹ: M (X) = M (F) do la 
igualdad entre dos medias de conjuntos normales con disper- 
siones desconocidas (en el caso de muestras dependientes 
deigual volumen) cuando la hipótesis alternativa es M (X) s+ 
+ A (F), hay que calcular el valor observado del criterio 


hallar el punto crítico er pisar (2, 4) 
„anst no hay porquo rechazar la hi- 
pótosis fundamental. 
SilTom > stat, Ja hipótesis fundamental se rechaza 
Ejemplo. 5 piezas se han medido en igual orden omplean- 
do dos aparatos y so han obtenido los siguientes resultados 
(en centésimas de mm): 


mob, aeh neb, na 
n=l, yn=6, p=3, y=7. y=8. 


2-1 


Para el nivel de significación 0,05 hav quo establecor si los 
resultados de las mediciones se diferencian de manera 
significativa o insignificativ: 


40 


soLuciox. Restando de los números de la primera Vinea 
los números de la segunda, obtenemos 
¿=—1 41d 0d %=-1, 
Hallamos la” media “muestral 


Y 
TaD Eeoa 0, 


iendo en cuenta que Y 
y Yd,=—3, hallamos la desviación cuadrática media 
«corregidas: 


dent. según el nivel de significación O tuado en la línea 
superior de la tabla, y el número de grados de libertad k = 
4, hallamos el punto critico fer. pisas (0,03: 4) = 


to que | Tom] < lee. bilat, no hay porque rechazar 
la hipótesis fanda otros palabras, los resultados 
do las mediciones se diferencian de manera insignificativa, 


$ 18. Comparación de la frecuencia relativa observada 
con la probabilidad hipotética de aparición de un suceso 


Supongamos que por un número suficientemente grande » 
de experimentos independientes, en cada uno de los cuales 
la probabilidad p de que aparezca ol suceso es constante, 
poro desconocida, se encontró la frecuencia relativa 
Admitamos que existen razones para suponer que la proba- 

dad incógnita es igual a un valor hipotético po. Para un 
vel de significación dado æ, hay que verificar la hipótesis 
mula consistente en que la probabilidad desconocida p 
igual a la probabilidad hipotética po- 


EN 


Dado que la probabilidad se estima por la frecnencia rela- 
tiva, el problema examinado puede formularse, también, así: 
hay, que establecer si la frecuencia, relativa observada y la 
probabilidad hipotética so diferencian de manera significa 
tiva o insígnificativa. 

Como criterio de veri de la hipótesis fundamental 
tomamos la magnitud aleatoria 


(Z-a) v 
Vro ` 
donde gy = 1 — 


le 
La magnitud Ü, cuando la hipótesis fundamental es 
ciorta, está distribuida con aproximación normalmonte con 
parámetros M (U) = 0, o (U) =- 
Fzplicación. Se ha demostrado (teorema de L 
para valores bastante grandes de n la frecuencia relativa 
tiene aproximadamente una dist m normal com espe 


ranza matemática p y desviación cuadrática modin]/ 22 


Normando la frecuencia relativa (testando la esperanza mo 
temática y dividiendo por la desviación cuadrática medii} 
obtenemos 


además M (U) 


Si la hipótesis nula es válida, es decir, para 
P= Po e 
(-») va 
U= > 
Van 


Nota 4. En adelante la frecuencia observada se desiguaá por E 


a diferencia do la magnitud aleatoria Y 


Puesto que aquí la región crítica se construye 


como en 


el § 40, expondremos solamento las reglas de verificación d 
la hipótesis nula y un ejemplo ilustrativo. 
la 1. Para verificar, a un nivel de significación dado, 


la hipótesis fundamental He 
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P = Po de la igualdad entro 


Ja probabilidad incógnita y la probabilidad hipotética, sien- 
do la hipótesis alternativa H,: p Po, hay que calentar 
el valor observado del criterio 


(Z-a) 
Vins 


y por la tabla de la función de Laplaco hallar el punto crí 


tico uer por la igualdad 0D (uer) = 72. 

Si | Uows |< tier, no hay porque rechazar la hipótesis 
fundamental- 

Si | Uos |> ter, la hipótesis nula se rechaza, 

Regla 2, Para la hipótesis alternativa Hi : p > Do Se 
halla el punto crítico de la región crítica de derechá por la 


igualdad (wer) 


nula se rechaza. 
la esis alternativa Li: p< py e 
CO ier por la reza 
n critica de izquierda ier 
hay por 


limite de la re 

Si Una > ier 
cero, 

Si Uaw < — the: la hipåtesis 

Nota 2, la 
la desigualdad Preta > 9- 

Ejemplo. Por 100 pruebas jes se ha determi- 

ar la hipótesis cero 

i p= p= 0,12 para el nivel de significación 0.05, 
siendo la hipótesis alternativa Hy: p 320,12 

soLucios, Hallamos el valor observado del criterio 


A m) Va 

O E 

Según los datos, la hipótesis alternativa tiene la forma 
PH Pu por eso la región crítica es bilateral. 
Hollamos el punto crítico de la igualdad. 


O E E 0,405, 


a el cumplimiento de 


0,52) V = 4,28; 


EJ 


Por la tabla de la función de Laplace (suplemen 
mos uer = 1,96, 

Puesto que | Uors| < ter, no hay porque rechazar la 
hipótesis fundamental. En otras palabras, la frecuencia re- 
Jativa observada se diferencia de maner ignificaliva de 

probabilidad hipotética. 


) halla 


$ 19. Comparación de varias dispersiones de conjuntos 
generales normales por muestras de distinto volumen, 
Criterio de Bartlett 


Supongamos que los conjuntos generales X, 
están distribuidos normalmente. De estos con; 


a Xi 
se han 


extraído muestras indepe general, de distin 
Los volúmenes m, Mas > + «1 (algunos volúmenes pueden se 
idénticos; si todas las muestras tienen igual volumen, con 


viene utilizar el criterio de Cochran descripto en el párrafo 
siguiente). Por las muestras han hallado Jas dispersiones 
muestrales sh, s n, ha 

Para un nivel de significación dado , se necesita verili= 
car por los dispersiones muestrales corregidas la hipótesis 
fundamental consistente en que las dispersiones generales de 
los conjuntos examinados son iguales entre sí: 

Hi D(X)=D(X)=...=D(XD. 

En otras palabras, hay que establecer si las disporsiones 
muestrales corregidas se diferencian de manera siguificalivo 
o insignificativa. 

La hipótesis sobre la igualdad de varias disporsiones aquí 
considerado se lama hipótesis de homogeneidad de las diw 
persiones. 

Notemos que como número do grados de Jibertud de da 
dispersi úmero Ei >= m, — 1, es decir, el 
número menor en una unidad del volumen de la muestra, por 
la que se ha calculado la dispersión. 

Desiguamos pors la media aritmética de Jas disporsio- 
nes corregidas, ponderada por los números ados de 
Jihortad: 


1 
Det 
A PaL, 
donde k= $ ki 


m 


Como criterio de verificación de la hipótesis nula de ho- 
imogeniedad de las dispersiones tomamos el criterio de Bart- 
leti, o sea, la magnitud aleatorja 

Bt, 
- A 

EA IE Y k Ig si 
O 


donde Y 2, 


t 
cital Ant] 


Bartlett estableció que la magnitud aleatoria B, a con- 
dición de que la hipótesis nula sea justa, está distribuida 
aproximadamente como y2 con 1 — 1 grados de libertad, si 
todo li; >2. Teniendo en cuenta que ky = m — 1, dodu- 
i 2, o bien n, > 3. es decir, el volumon 
de Jus muestras no debe ser mayor que 4. 

La región crítica se construyo de derecha, partiendo do la 
condición de qwe la probabilidad de caer) criterio en esta 
poniendo que la hipótesis fundamental es cierta, 
sea igual al nivel de significación admitido: 

PIRS È (2, [—4)]--a. 

El punto critico yê (z, 2 — 1) se halla por la tabla (su- 
plemento 5) según cl nivel de significación æ y el número de 
grados de Jiheriad k = 7 — 1 Juego de lo cual so determina 
la región crítica de derecha por la desigualdad 


B> hn 


jo que la región de 
lod 


iceptación de la hipótesis, por la 


MS Te 
Designamos el valor del criterio do Bartlett, calculado 
por los datos de las observaciones, por Bone y formulamos la 


regla dee verific: 
ara ve nivel de significación profi- 


pótesis nula sobre Ja homogoneidad de las dis- 
porsiones de conjuntos normales, hay que calcular el valor 
ido del criterio de Bartlett B= E y por la tabla de 
p os de la distribución 4? encontrar el punto cri- 
tico xë (a, l— 1). 


judo a, 
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Si Bow <i. no hay porque rechazar la hipótesis 
fundamental. 
Si Bos > kn la hipótesis fundamental se rechaza. 


Nota 1. No hay quo opresurarse en calcular la constante C. Al 
principio hay que hallar V y compararla con 7¿,; si resulta que Y < 


< èn tanto mejor (ya que C > 1) B = F < X ys por lo tanto, no 
hay Iy calcular C. 
i V > Yr hay que calcular C y luego comparar B con Xå, 
Nota 2. El criterio de Bartlett es muy sensible a las desviaciones 


de las distribuciones respecto de la normal, por eso es necesario tratar 
con cuidado las deducciones obtenidas por este criterio. 


Ejemplo. Por cuatro muestras independientes de volúme- 
nos m = 40, na = 12, 13 = 15, ne = 10, escogidas de con- 
juntos generales normales, se han encontrado las dispersio- 
pes muestrales corregidas, respectivamente iguales a 0,2 
0,40; 0,36; 0,40. Para el nivel de significación 0,05, verifi 
car la hipótesis de homogenidad de las dispersiones (la re- 
gión critica es de derecha). 

Sorucios. Formamos la tabla de cálculo 2 
8 por ahora no la completaremos, 
se necesita colester C) 


(la columna 
ya que aún no sabemos si 


Tabla 25 


i z 3 O g 7 g 


¡omo Jorge à 
Ejn fat | t fad | y 
2 


El 3,6628 | 6,040 


0] 


Utilizando la tabla de cálculo, hallamos: 


y E 
SAR LASA 0,3708; 14.0,8798 == 1,5795; 
V =2,303 [klg $— Y k igsi] = 


= 2,303 (50 -1,5795 — 22,5305) = 1,02. 


Por la tabla (suplemento 5), sogún el nivel de significa- 
ún 0,05 y ol número de grados de libertad L — 1 = 4 — 
— 13, hallamos el punto crítico yi (0,05; 3) = 7,8. 
Puesto que V< xè, tanto mejor (puesto que C > 1) 

= F < ké y. por lo tanto, no hay porque rechazar la 
hipòtesis cero sobre Ja homogeneidad de las dispersiones. En 
otras palabras, las dispersiones muestrales corregidas se difo- 
n de manera insignificativo 


Nota 3, Si h 
0 de ko 


y que estimar la dispersión gen 

dal de laz dispersjone, conviene tomar como 

aritmética de las disporsiones corregidas, pon- 
's de grados do + es decir i 


- Niet 
Lam 


Vor ejemplo, en el problema examinado como estimación de la 
dispersión general conviene tomar 0,3708 


$ 20. Comparación de varias dispersiones de conjuntos 
generales normales por muestras do igual volumen, 
Criterio. de Cochran 


pongamos que los conjuntos generales Xy, Xy, + + -, Xy 
lán distribuidos normalmi je estos conjuntos se han 
cogido / muestras independientes de igual volumen n y por 
ellas se him encontrado las dispersiones muestrales corregi- 


dan sl, > «++ xs todo con igual número de grados de liber- 
Por las disporsiones corregidas, para un nivel de signi- 


ficación. prefijado æ, se necesita verificar la hipótesis funda- 
mental consistente en que Jas dispersiones generales de los 
conjuntos examinados son iguales entro sí: 


He D(X)=D(X)=... =D (Xi). 
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lay que verificar: Jas dispersiones 
Se diferencian de manera significativa 


¡muestrales corregi 
o insignificativa. 

a el caso ex 
según el criter 


inado «de muestras do igual volumer 
her-Snedecor ($ 8) es posible comparar 
las disper a y mínimo; si resulta que la dife- 
rencia entre ollas es i licativa, también esinsiguificali- 
va la diferencia entre las demás dispersiones. El inconvenien- 
te de este método está en que la información que contiene 
las restantes disporsiones, salvo la mínima y la máxima, 
no so tomará en consideración. 

También se puede aplicar el criterio de Bartlett. Sin 
embargo. como se indicó en el $ 19, es conocida sólo la 
distribución aprozimada de este criterio, por eso conviene 
utilizar el criterio do Cochran, cuya distribución se ha encon- 
trado con exactitud. 

De este modo, como eriter:o de verificación de la hipó- 


tesis nula tomamos el la 
de 


sión máxima corregida y la sumo 
persiones correginias: 


ud aleatoria depende sólo del 


La distribución de esta magni- 
= n — 1 y la cantidad de 


número de grados de libertad 
muestras l. 

La región cri 
condición de que la probabi 
esta región, sup 
cierta, sea igual al nivel de 


de derceha, partiendo de la 

1 de que el criterio caiga en 
la hipótesis mula es 

nificación admitido 


PIG> Gor la. k. N= a 


El punto critico Gor (2, k, /) se halla por la tabla (su- 
plemento 8) y entonces, la región crítica de derecha se 
determina por la desigualdad 


G> Cn 
y la región de aceptación de la hipótesis nula, por la de- 
sigualdad 

G< ber- 


28 


valor del criterio, caleulado por los datos de las 
lo designamos por Gora y formulamos la 
regla do verificación do la hipótesis mul 
Rogla, Para verificar, a un nivel de significación dado a, 
la hipótesis de homogeneidad de las dispersiones de conjun- 
tos distribuidos normalmente, hay que calcular el valor ob- 
servado del criterio y por Ja tabla hallar el punto crítico. 
Si Con < Gor, no hay porquo rochazar la 
venta: 
Goma > Cero 


hipótesis fundamental so rechaza. 


imar la dispersión genera! 
de las dispersiones, con ación de la 
lia aritmética de las dispersiones muestra- 


rodas 


Ejemplo. Por cuatro muestras independientes de igual 
volumen n = 17, escogidas de conjuntos generales norma- 
les, so han encontrado las dispersiones corregidas: 0,26; 0,36; 
0,40: 0,42. Se necesita: a) para el nivel de significación 0,05, 
verificar la hipótesis nola (fundamental) sobre la homoge- 
cidad de lus dispersiones generales (la región crítica es de 
derocha), b) estimar la dispersión general. 

SOLUCION. a) llallamos el valor observado del criterio de 
chran, es decir, la relación entro la dispersión corregida 
ii de todas las dispersione 


042 "i 
roo ao 2NI. 


Según la tabla (suplemento $), el nivel de significación 

0,05, el número de grados de libertad k = 17 — 1 6 

y €l número de muesti l = 4, hallamos ol punto crítico 

her (0,00; ti; A 

Puesto que no hay porque rechazar la hi- 

esis cero sobre la homogeneidad de las dispersiones. En 
5 dispers 


jones corregidas: 


pam OZ 403640. 404-042 _ q 9p, 
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$ 21, Verificación de la bipótesis de significación 
del coeficiente de correlación muestral 


Supongamos que el conjunto goneral bidimensional (X, Y) 
está distribuido normalmente. De este conjunto se ha cxtra- 
ído una muestra de volumen zy porella se ha encontrado el 
coeficiente de correlación muestral rm, que resultó distinto 
do cero. Puesto que la muestra se ha escogido de manera 
aleatoria, aún no se puede deducir que el cocficiento de co- 
rrelación del conjunto general rg también es distinto de cero. 
En resumidas cuentas, nos interesa precisamente esto cocfi- 
ciente, por eso se haco necesario, para un nivel de significa- 
in dado a, vorificar la hipótesis fundamental Ho: Fg =0 
sobre la igualdad a coro del cocficiente de correlación general, 
siendo la hipótesis alternativa Hy: rg 520. 

Si la hipótesis fundamental se rechaza, significa que el 
cooliciente de correlación muestral se diferencia de coro de 
manera significativa, mientras que las X e Y están correla- 
: madas, es decir, están vinculadas por una dependencia 

lineal. 

Si la hipótesis fundamental se admi 
correlación muestral es insignificativa, y las X o Y no es 
correlacionadas, es decir no están vinculadas por una depe 
dencia lineal. 

Como criterio de verificaci 
mos la magnitud aleatoria 


m de la hipótesis mula toma- 


ión 
grados de libertad, si la hipótesis fundamental es válida. 

Puesto que la hipótesis alternativa tiene la forma rg == 
240, la región crítica es bilateral; ésta se construye igual 
que en el $ 12 (primer caso). 

El valor del criterio, calculado por los datos de las obser- 
vaciones, lo designamos por To, y formulamos la regla de 
verificación de la hipótesis nula. 

Regla. Para verificar, a un nivel de significación prefi- 
jado a, la hipótesis fundamental Ho: r¿=Ú sobre la igual- 
dad a cero del coeficiente de correlación general de una 
magnitud aleatoria normal bidimensional, en el caso de la 
hipótesis alternativa, Ay: rg 0, hay que calcular el 
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valor observado del criterio 
ra Vi 
Ta AEE 
y por la tabla de puntos críticos de la distribución £ de Stu- 
dent, según el nivel de significación dado y el número de 
graulos de libertad k = n — 2, hallar cl puntocrítico fer (a, A) 
para la región crítica bilatoral. 
Si | Toys |< ler, vo porquo rechazar la hipótesis 
fundamental.. 
Si | Towl> fe, la hipótesis fundamental se rechaza. 
Ejemplo. Por una muestra de volumen n = 122, escogida 
conjunto normal bidimensional (X, Y), se encontró cl 
jonte do correlación muestral 7m = 0,4. Para el nivel 
de significación 0,05, verificar la hipótesis nula sobre la 
igualdad a cero del cooficiente do correlación general siendo 
la hipótesis alternativa Hi: rg 20. 
sotucion. MHallamos el valor observado del criterio 


mV _ 04 VIE _ ym, 
Tor AAA 48. 


Vh 


Según los datos, la hipótesis alternativa tiene la forma 
re 20, por eso, la región crítica es bilateral. 

Por el nivel de significación 0,05 y el número de grados 
de libertad k = 122—2 = 120, hallamos por la tabla (su- 
plemento 6), para Ja región critica bilateral, el punto crítico 
ler (0,05; 120) = 1,98. 

Ya que Ta> ler, rechazamos la hipótesis fundamental. 
En otras palabras, el coeficiente de correlación muestral se 

ferencia de coro de manera significativa, es decir, X o Y 
están correlacionadas, 


$ 22, Verificación de la hipótesis de distribución normal 
«lo un conjunto general. Criterio de aceptación de Pearson 


En Jos párrafos antoriores supusimos conocida la ley de 
distribución del conjunto general. 

n es desconocida, pero hay moti- 
vos de suponer que ella tiene una forma determinada (la Jla- 
mamos A), entonces se verifica la hipótesis fundamental: el 
conjunto general está distribuido por la ley A. 


E] 


La hipótesis sobre la supuesta ley de 
uocida se verifica de igual modoque para la h 
los parámetros de la distribución, es decir, 
magnitud aleatoria especialmente escogida, o 
rio do aceptación. 

El criterio de verilicación de la hipótesis sobre la su- 
puesta ley de distribución desconocida se llama criterio de 
aceplación. 

Existen varios criterios de aceptación de: x° (sji cuadra- 
do») K. de Pearson, Rulmogoroy, Smirnov, ele. 

Nos limitaremos a describir l 
Pearson a la vi 


cias empiricas 


frecuencias empir. 6 13 38 74 106 85 30 10 4 
frecuencias Leór. 3 14 42 82 99 76 37 11 2. 


¿La divergencia de las Frecuencias es aleatoria? Es posi- 
ble que la divergencia sea aleatoria (significativa) y se debe 
al pequeño número de observaciones, v bien a su método de 
agrupamiento, o a otros molivos. ES posible que la diver- 
gencia de las frecuenciós no es aleatoria (significativa) y se 
debe a que las frecuencias teóricas están calculadas, partiendo 
de la hipótesis sobre la distribución normal del conjunto 
gencral. 

El criterio do Pearson responde a la pregunta antes formu- 
lada. En verdad, como cualquier criterio, no demuestra la 
corteza de la hipótesis, sino sólo establece, en el nivel de sig- 
nificación admitido, su acuerdo o no con los datos do las 
observaciones. 

Así pues, supongamos 
se ha obtenido la distribu 


por la muestra de volumen n 
n empírica: 


variantes LE D 
frecuencias empir. n m nm -o Re 


Admitamos que en la hipótesis de distribución normal del 
conjunto general, se han calculado las frecuencias teóricas n 
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(vor ejemplo, como en el párrafo siguiente). Para el nive) do 
iguificación a, hay que verificar la hipótesis fundamental; 
el conjunto general está distribuido normalmente. 

Como criterio de verificación de la hipótesis nula toma- 
mos la magnitud aleatoria 


sS mai . o 


os experimentos 
desconoct Está 
p las frecuencias empiri- 
¡tud del criterio (*) 
jerto grado la proxi- 


vlla Loma diferentes Y 
elaro que cuanto m 
y las teóricas, tanto menor es la 
, por lo tanto, ella caracteriza hasta 
al de las distribuciones en 
Cabe hacer notar qu 
¿lo frecuencias, se hace imposibl 
diferencias positivas y negativas, Dividiendo por xi se logri 
reducir cada uno de Jossu los: en caso contrario la suma 
sora t arí r al rechazo de la hipótesis 
inha in es válida, Desde luego. las conside- 
raciones expuestas no son la argumentación del criterio 
elegido. siuo solamente aclaración 
Se ha demostrado que para n — co la ley de distribuci 
dle Ja magnitwl aleatoria (*), independicutemente de a qué 
ley de distribución obedece el conjunto general, tiende a la 
Jey de distribución z? con k grados de libertad. Por eso, | 
magnitud aleatoria (*) extá designada por 7%. y el propio 
criterio se Iama criterio de aceptación «ji cuadrado» 
El número de grados de libertad se halla por la igualdad 
k=s-I—=r, 
donde y es el número de grupos (intervalos parciales) de la 
muestra; 
r es el número de parámetros dela distribución sumes- 
La que están estimados por Jos datos de la muestra 
En particular, si la distribución supuesta es normal. se 
estiman dos parámetros (la espera Ja dlesvia- 
ción cuadrática media), por esor = 2 y ero de grados 
de libertad k=s—I=r=s—1-2=x—3, 
por ejemplo. se supone que el conjunto general está 
distribuido por la Jev de Poisson. se estima un parámetro A, 
por eso r = 1 1-2 
Ya que el criterio unilateral rechaza m 
la hipótesis nula que el bilateral, com 


t 


in 


erigurosamı 
jas la region crí- 


Ih 23-i 


tica de derecha, partiendo de la condición de que la proba- 
bilidad de caer el criterio on esta región, suponiendo que la 
hipótesis fundamental es cierta, sca igual al nivel de signi- 
ficación admitido «e: 


Pig > rta; k=. 


Por consiguiente, la región crílica de derecha se lolermi- 
na por la desigualdad 


E> la l), 


la región de aceptación de la hipótesis fundamental, por 
Ña desigualdad 


E< hela; k). 

El valor del criterio, calculado por 1os datos de Jas obser- 
vaciones, lo designamos por yår y formulamos la rogla de 
verificación do la hipótesis fundamenta 

Regla. Para verificar a un nivel de significación profijado 
la hipótesis fundamental Mo: el conjunto general está dis- 
tríbuido normalmente, al principio hay que calcular las 
frecuencias teóricas, y después el valor observado dol criterio 


de (a 


y por la tabla de puntos críticos de la distribución %°, según 
el nivel de significación dado æ y el número'de grados de liber- 
tad k=s—3, hallar el punto crítico y2, (a; +). 

Si bm < zér, no hay porque rechazar la hipótesis fun- 
damental. 

Si xo >zxőn la hipótesis Cundamental se rechaza. 


Nota 1. El volumen de la muestra debo ser bastante gram 
casn no menor que 50. Cada grapo debo contener no mena d 
variantes; los grupos poco numerosos hay que unirlos en uno, sumando 
hs eaa Pu bh P 
ota 2. Puesto que son posibles errores de pruner y segundo gi 
ro, en particular, al la concordancia de Jas frecuencias teóricas Y epi- 
Ficas 08 edemasiad ay que sor prudonte. Por ejemplo, s 
umentar el'número do observaciones, uil 


formamos a la forma 


Han 


Recomendamos a los lectores realizar esta transformación individual- 
mente, para los cuales necesario elevar al cuadrado en (**) la diferencia 
de frecuencias, simplificar el resultado por nį y tener en cuenta que 


Dm= n, Dajm n 

Ejemplo. Verificar la hipótesis sobre la di ión nor- 
mal de un conjunto general, para el nivel de significación 
0,05, si son conocidas las frecuendias empíricos y teóricas: 


frecuencias empír. 6 13 38 74 106 85 30 14 
frecuencias teór. 3 14 42 82 99 76 37 13. 


soLucroN. Calculamos Yĉss, para ello formamos la tabla 


Verificación: yi 


Bir 373,19— 366 =7,19. 

Los cálculos son correctos. 

Hallamos el número de grados do libertad, teniendo on 
cuenta que el número de grupos de la muestra (número de 
distintas variantes) s = 8; k = 8 — 3 = 5. 

Por la tabla de puntos críticos de la distribución 72 
(suplemento 5), según el nivel de sigoificación œ = 0,05 
q úpero de grados de libertad / 5, hallamos y2e (0,05; 
5) = 11,1. 
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Puesto que yêm < Ji, no hay porque rechazar la hipó- 
is fundamental. En otras palabras, la divergencia entre las 
frecuencias empíricas y teóricas es insignifientiva. Poi 
tanto, los datos de las observaciones concuerdan con la hi 
tesis de distribución normal del conjunto general. 


$ 23. Metodología del cálculo de las frecuencias 
Acóricas de una distribución normal 


Como se il del párrafo precelente, lo esencial del 
riterio de aceptación de Pears paración de las fre 
cuencias empiricas y teóricas. Está claro que las frecuencias 
empíricas se hallan expe E hallar Las 
frecuencias teóricas, si se supone que cl conjunto general 
está distribuido normalmen! A con ación se expone 
uno de los métodos de resolución de este problema. 

1. Todo el intervalo de valores observados X (muestras 
de volumen n) se divide en s intervalos parciales (£, 2,4) de 
igual longitud. Se encuentran Jos centros de los intervalos 


parciales 7? = 12282 ; como frecuencia m; de las varian- 


les z? se toma el número de variantes que han caido en el 
¿-ésimo, intervalo. En suma se obtiene una sucesión de va- 
tiantes” equidistantes y sus correspondientes frecuencias: 


q 
m om 


> ün 


2. Se eale: 
Los, Ja mod 
muestral at, 
Se normaliza 


n, por ejemplo, por el método de los prone- 
estra) desviación cuadrática media 


ul aleatoria A 


ir, se 


pasa a la magnitud aleran los estremos 


z- 
y Tn 
4 i 


además, el valor mínimo de Z, es decir, z; se supono igual 
a —oo, y el máximo, es decir, 2, se supone igual a co. 

4. Se calculan las probabilidades teóricas p, de que X 
caiga en los intervalos (%,, zu+,) por la igualdad [(> (2), o sea, 
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la función de Laplacel 
Pi = Me) — O (z) 


se hallan las frecuencias teóricas ni = npr- 
Mar las frecuencias teóricas por una distri- 

lo de la muestra de volumen n = 200, 
conjunto general está di do normal- 


y» por último, 
jempl 
Imeión de i 


Tabla 27 


Sine] 

[precueneja | mu del 
paa] 
vale 


SOLUCION 1. Iallamos los centros de los intervalos z} = 

Echsut Por ejemplo, sf = $E 5, Do manera 

loga obtenemos la ariantes oqu 
correspondi 

5 TOD 4 13 45 DA 

mais 26 25 30 2 21 2% 2 13. 


hall 


P12,603, 0* 
3. llallamos los in 
me FE 12,63, 0% -4005, Sr = 0,213, para lo cual 
vmponemos Ja tahla de cálculo 28. 
4. Hallamos las probabilidades teóricas p, y las frecuen- 


cias teóricas. buscada nų = np, para lo cual componemos 
Ja tabla de cálculo 29. 
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Tabla 28 


Límites det Intervalo 


PECES 


Las frecuencias teóricas buscadas se encuentran en la 
última columna de la tabla 29. 


Tabla 29 
Limites del 
"intervalo pi E 
3 oeg | eean |en- igr 
a |i 
4 0,42 | 0,0703 15,86 
0,99 0,3089 | 0,0818 36,30 
0,50 0,1266 | 25,32 
0,13 0,1606 | 32,16 
0,2 0,1058 | 33,16 
0,72 0,1504 | 30,02 
1,14 0.1087 | 21,74 
1,57 0,0089 13,78 
o 0,0582 11,64 


MESES 


Problemas 


1. Por dos muestras independientes de volúmenes m y nz, extrai- 
das de los conjuntos generales normales X e Y, so han encontrado las 
disporsiones muestrales corregidas sy y sj. Para cl nivel de significa- 
ción æ verificar la hipótesis nula Z/s: D (X) = D (Y) sobre la 
de las lisporsiones gonorales, siendo la hipótesis alternativa My: 
iD (X) > D (Y), si: 

a) m = 21, n = 16, sj 

b) m = 13, ny = 18, sẹ = 0,72, s} = 0 


Respuesta a) Fons = 1,5; Fer (0,05; 20; 
No hay porque rechazar la fripótesis m 
) Pops == 3,6; Fer (0,04; 12; 47) = 3,4 
Ka Wpótosis famismontal so rechaza. 


2. Vor dos muestras independientes de volúmenes n y m, escogidas 
¿le los conjuntos generales normales X o Y, se han encontrado las medias 
muestrales æ o y. Las dispersiones generales D (X) y D (Y? son conoci; 
das. Para el nivel de significación æ vorificar la hipótesis fundamental 
Ja: M (X) <= A (Y) sobro la igualdad do las esperanzas matemáticas, 
para la hipótesis altormaliva Ji: Af (X) s+ AS (Y), si 
3) n= 30, m = 20, D (X) = 120, D (Y) = 190, a = 0.05; 
b) n = 50, m = 40, D (X) = 50, D (Y) = 120, a = 0,01. 
Respuesta 0) Zorg = 1 zer = 1,90. 
No hay porque rechazar la hipótesis fundamental; 
b) Zane = 10, er = 2,58. 
EX hipótesis fundamental se rechaza- 


3. Por dos muestras independientes de volúmenes n = 5 y m = 6, 
escogidas de los conjuntos generales normales X © Y, se han encon- 
trado las modias muestrales z = 159, y= 14.1 y las dispersiones 
muvestrales corregidas «Y == 14,70, s} == 4,92. Para el nivel de signi- 
Nensión oa Bai icar la gre 3 0] = 407 
de igualdad de las espera icas. siendo" la hipótesis alter- 
nativa Jy: M (X) MY 

Advertencia. Comparar previamente las dispersiones. 

Tespuesta Tope = 0.38, fer (0.05; 0 | 2,26. 

No hay porque rechazar ÍA hipótesis fundamental. 


De un conjunto general normal con desviación cuadrática media 
«onacida a = 2,1 se ha escogido la muestra do volumen n = 40 y por 
ella so ha encontrado la media muestral z = 4.5. Para ol nivel de sig- 
¡ficación 0,05 hay que verificar la hipótesis fundamental a 
hro la ig entre la esperanza matemática y el valor hipolético, 
la hipótesis alternativa 7i: a sé 3- 
Pespuenta Uppe = Be ue = 4.06, 
La hipótesis fundamental so rechaza. 


5. Por la muestra dle volumon a = 46, escogida de un conjunto 
general normal, se han cucontrado la media muestral q = 12,4 y la 
desviación cuadrática media ecorregid Para el nivel de sig- 
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nificación 11,05 verificar la hipótesis mula Ja; a = 44,8 sobre la i 
dad entre la esperanza matemática y el valor hipolético, si 
hipótesis alternativa My: a s 41,5. 

Respuesta! Tous ™= 2, ter (0,05; 15) = 2,13. 
No hay porque rechazar la hipótesis Iudamental. 
6. Con des aparatos se han medido 5 piezas y so han obtenido los 
niente resaltadas. (cu mm): 
z=5, geð, n=l, 228 
ned med n=4, ys 
de manera significativa o insignificas 
es, para el mivel do significación 0,05, 
(0,05; 4) — 2,78. 
slo az medicinnes es siguificativa 


resultados de las med 


da Topa à 
La diferencia de los resultas 


7. Vor 190 experimentos independientes se ha encontrado la fre- 
sal — 0,45, Veril 


ificació 


Hespuesta Woms) = R53, wer 
porque rechazar la hipótesis fu 


s» muestras independientes de volúmenes n 
42, escugiilas de conjuntos 
Jones muestral 


Ad a e 
la sobre la homogeneidad de las 
critica es de derecha). 

Adrertencin. Aplicar el criterio de Bartlett ($ 19). 


Hespuesta V=6,63, YE Xo hay porque rechazar 
la hipótesis fundamental. 


muestras independientes de igual volumen n = 17- 
vallado fas dispersiones mı 
4.32. Se necesita: a) para el nive! 
ipótesis fundamental de iguala 
y critica es do derecha), bh estimar 


rio de Cochran ($ 20). 


16,4) = 0.43 


Hespuesta a) Gane = 0: 
fundamental; 


No hay porque rechaza S 

40. Por un muestra de volumen # == 62, escogida de un conjunto 
normal bidimensional (X, Y), está hallado el coeficiente de correlación 
muestral rm == 0.6. Para el nivel de vación 0.05 verificar la hi- 
ptesis mula. Ie: rg = O de igualdad a coro del cocliciente de correla. 
ción general, siendo la hipótesis alternativa 7g s+ 0. 

Respuesta Tops = 5,81, ley (0.05; 60) = 2,0. 

La hipótesis nula so rechaza. 
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11. Para ol nivel de significación 0,05, verificar la bipótesis de la 
distribución normal de un conjunto general si son conocidas las fre- 
cuencias empíricas y teóricas: 

a) frecuencias empir. 6 12 46 


40 
frecuencias teór. 4 41 45 43 45 6 6 
b frecuencias empíe. $ G 14 32 43 39 30 20 6 8; 
frecuencias teór. 4 7 42 29 48 35 34 18 7 6 
c) frecuencias empir. $ 13 42 44 812 6 
frecuencias teór. 2 20 42 35 15 40 5. 


Respuesta 0) X3y=2,5, 1p (0,05; 4)=9,5. 
No hay porque rechazar la hipótesis; 

D) Hipa, XE, (0,05; 7)=44,1. 

No hay porque rechazar la hipótes 
e) ips =13 x2,(0,05; 4)= 

La hipótesis so rechaza. 


Capítulo veinte 


ANALISIS DE DISPERSION DE UN FACTOR 


$ 1. Comparación de varias medias. 
Noción de análisis de dispersión 


Supongamos que los conjuntos generales Xy, Xy, ...., Xp 
están distribuidos normalmente y tienen igual dispersión, 
aunque desconocida; las esperanzas matemáticas también 
son desconocidas, pero pueden ser diferentes. Para un nivel 
de significación dado hay que verificar por la media mues- 
tral la hipótesis nula (fundamental) 


H,:M (X) =M (X) =... = M (X) 


sobre la igualdad de todas las esperanzas matemáticas, En 
otras palabras, hay que establecer cómo se diferencian, de 
manera significati» insignificativa, las medias muestrales 
Podria pensarse que para comparar varias medias (P> 2) 
se pueden cotejar de dos en dos. Sin embargo, al crecer el 
número de medias, aumenta también la diferencia máxima 
entre ollas: la media de una nueva muestra puede resultar 
mayor que la máxima o la mínima de las medias obtenidas 
antes del nuevo experimento. Por esta causa, para comparar 
varias medias se utiliza otro método, basado en la compara- 
ción de las dispersiones y, por eso, llamada análisis de dis- 
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persión (desarrollada fundamentalmente por el estadistico 
inglés R. Fisher). 

El análisis de dispersión se utiliza en la práctica para 
establecer si cierto factor cualitativo F que tiene p niveles 
Fr, Fa, .. -, Fp, ejerce una influencia considerable en la 
magnitud que se estudia X. Por ejemplo, si so necesita 
aclarar qué tipo de abono es mis oficaz para obtener una co- 
secha máxima, tendremos quo el factor /* es ol abono, y su 
nivel, el tipo de abono. 

La idea fundamental del análisis de dispersión es la com- 
paración de la «dispersión de factor» ocasionada por la ac- 
ción de un factor y la edispersión residual» debida a causas 
fostuitas. Si la diferencia entre estas dispersiones es signifi- 
cativa, el factor ejerce una influencia considerable sobre X; 
en esto caso, los valores medios observados en cada nivel 
(medias de grupo) se diferenciarán también do manera signi- 
ficativa 

Si ya se ha establecido que el factor influye esencialmen- 
te en X, y se necesita aclarar, cúal de los niveles ejerce una 
acción máxima, se hace una comparación suplementaria do 
dos en dos de las medias. 

A veces el análisis de dispersión se utiliza para estable- 
cer la homogeneidad de varios conjuntos (las dis 
de estos conjuntos son iguales por hipótesis; si ol análisis de 
dispersión indica que las esperanzas matemáticas son idénti- 
cas, entonces los conjuntos son homogéneos). Fos conjuntos 
homogéneos se pueden reunir on uno y con ello obtener res- 
pecto a éste una información más completa, y, por lo tanto, 
conclusiones más fiables. 

En casos más complejos, se estudia la acción de varios fac- 
tores sobre algunos niveles constantes o casuales y so aclara 
la influencia de niveles individuales y sus combinaciones 
(análisis de múltiples factores) 

Nos limitaremos al caso simple del análisis de un factor, 
cuando sobre X actúa solamente un factor que tiene p nive- 
les constantes. 
$ 2, Sumas total, de factor y residual de los cuadrados 
de las desviaciones 

Supongamos que sobre el caráctor cuamtitativo normal- 
mente distribuido X actúa el factor X que tiene p niveles 
constantes. Vamos a admitir que el número de observaciones 
en cada nivel es idéntico e igual a g. 
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Supongamos que se han observado pg valores de zy; del 
carácter X, donde ¿ es el número de experimentos (i = 1, 
2, « - ., 4), jes el número de niveles del factor (j =1,2,..... 


p). Los resultados de las observaciones están expuestas 
la tabla 30. 
Tabla 30 
e vete de acio Fy 
experimento A Fa PoR A 
1 2u 
2 Ta 


i 3 
stia ao gml i 8 | A | EM 


2 ES 
Introducimos según la definición: Siot= X Èu 
Af 


(suma total de los cuadrados de las desviaciones de los valo- 
res observados respecto de la media general 2), 


be = 
Sue=9 X Geri — 7 
E 
(suma de factor de los cuadrados de las desviaciones de las 


medias de grupos respecto do la media general que caracteri- 
za la dispersión sentre grupos»), 


5-3 (n-En $ (nIm... 


+À enmia? 


(suma residual de los cuadrados de las desviaciones de los 
valores observados del grupo respecto a su media de grupo 
que caracteriza la dispersión «dentro de los grupos»). 
La suma residual se balla prácticamente por la igualdad 
($ 3, corolario): 
Sres = Stot — Stac- 
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Mediante transformaciones elementales es posible obtener 
fórmulas más convenientes para los cálculos: 


2, 
$ 


Bar $ Sap 
Sn qe E Sun B a 
A 


donde P; = p es la suma de los cuadrados de los valores 
% del carácter en el nivel Fj, 


R; 7 es la suma de los valores dol carácter on 
el nivel Fy 
Nota. Para simplificar los cálculos se resta de cada valor observado 


un mismo número C aproximadamente igual a la medía general. Si 
los valores reducidos viy = zay — C, tendremos que 


2 ?, ?, 
? [È 2}? 23 QU 
Sa= D q >) Stae™ A7 A see) 


ji 


donde Q;= 9 yl; es la suma de los cuadrados de los valores reduci- 
SS 7 
dos del carácter en el nivel Fy- 


Ty= $ vu es la suma de los valores reducidos del carácter 
E en el nivel Fy 
Para deducir las fórmulas (+**) y (****) es suficiente poner zij = 


uy + 0) = 


=yy+C en la correlación (*) y Ry= Y) ty= 


= $ vy + 10 = T,+ 90 en la correlación (+9). 
E 


Explicaciones. 

1. Cerciorémonos de que Stse caracteriza la acción dol 
factor F. Admitamos que el factor ejerce una influencia con- 
siderable sobre X. En tal caso, el grupo de valores observados 
del carácter en un nivel determinado, será, en general, dife- 


EN 


rente de los grupos de observaciones en otros niveles. Por lo 
tanto, también so diforenciarán las medias de grupos; además, 
cuanto más están dispersos alrededor de la media general, 
tanto mayor es la acción del factor. De aquí se deduce q 
para estimar la acción del factor conviene sumar los cuadr: 
dos de las desviaciones de las medias de grupos respecto de 
la media general (la desviación se eleva al cuadrado pai 
excluir la eliminación de las desviaciones positivas y nega- 
tivas). Multiplicando esta suma por g obtenemos Stac- 
Así pues, Sts caracteriza la acción del factor. 

2. Demostremos que Sres refleja la influencia de causas 
fortuitas. Aparentemente las observaciones de un grupo no 
deben diferenciarse. Sin embargo, puesto que sobre X, ade- 
más del factor F, actúan tambien causas fortuitas, las obser- 
vaciones de un mismo grupo, en general, son distintas y, por 
consiguiente, están dispersas alrededor de su media de g 
po. De aquí se deduce que para estimar la influencia de las 
causas fortuitas conviene sumar loscuadrados de las desvia- 
ciones de los valores observados de cada grupo respecto de 
su media de grupo, es decir, Sms-De este modo, Srs Carac- 
teriza la acción de las causas fortuitas. 

3. Demostremos que Stot refleja la influencia tanto del 
lactor como de las causas fortuitas. Vamos a examinar todas 
las observaciones como un conjunto único. Los valores ob- 
servados del carácter son distintos debido a la acción del 
factor y de las causas fortuitas. Para estimar esta acción 
conviene sumar los cuadrados de las desviaciones de los valo- 
res observados respecto de la media general, es decir, Stot- 

Do este modo, Siwt caracteriza la influencia del factor 
y de las causas fortnitas. 

Veamos un ejemplo que nos muestra claramente que la 
suma de factor refleja la influencia del factor, y la residual, 
Ja influencia de las causas fortuit: 

Ejemplo. Mediante dos aparatos se han realizado de 
a 2 mediciones de una magnitud física, cuya dimensión ver- 
dadera es igual a z. Considerando como factor el error siste- 
mático C, y como sus niveles, los errores sistemáticos C, y Ca 
respectivamente del primer y segundo aparato, conviene de- 
mostrar que Sts se determina por los errores sistemáticos, 
mientras que Ses, por los errores aleatorios de las medi 

soLuciox. Introducimos las' designaciones: 

A, aa, errores aleatorios de la primera y segunda medi- 

as con el primer apurato, 
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Ba» Ba, errores aleatorios de la primera y segunda medicio- 
nes con el segundo aparato. 

En tal caso, los valores observados de los resultados de 
las mediciones, respectivamente, son iguales a (el primer 
subíndice de z indica el número de medición, y el segundo, 
el número del aparato): 


Ty =2+C,+0, Iy =z 4C H a; 
Ba =z tC, tBu Za =z 4 Cat Pa 


Los valores medios de las mediciones del primer y segun- 
do aparatos respectivamente son iguales a: 


z, 


TORO Ci, 


Imez4 0, +2 24 0,4p. 


La media general es 


-imti ALA 
zeA A g ate, 


la suma de factor es 
Stc = (gi —D*4 Gen — 7}? 


Poniendo las magnitudes encerradas entre paréntesis, des- 
pués de transformaciones elementales, obtenemos 


Sus EE ecap E. 


Como vemos, Srse se determina, principalmente, por el 
primer sumando (puesto que los errores aleatorios do las me- 
diciones son pequeños) y, por lo tauto, refleja realmente la 
influencia del factor C. 

La suma residual es 


Sru = (Zu — Fari)? + (21 — Ter)? (202 — For)’ + (22 — Za). 


Sustituyendo las magnitudes encerradas entre poréntesis 
obtenemos 


Sres = [(0,—a) + (0,0) + UBB) + (B,—P)l. 
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Vemos que Syes se determina por los errores aleatorios de 
las mediciones y, por lo tanto, rofleja realmente la influen- 
cia de las causas fortuitas. 

Note. El hecho de que Sres se debe a causas fortu 
se deduce de la igualdad (3 3, corolario) 

Sur ™ Si — Sie 
En efecto, Stot es el resultado de la acción dol factor y de las cnu- 


sas fortultas; restando Stac excluimos la influencia del factor. Por lo 
tanto, ela parte restante» refleja la influencia de las causas fortvitas. 


is también 


$ 3. Vínculo entre las sumas total, de factor y residual 
Demostraremos que 
Sior = Stac + Sres- 


Para simplificar la deducción nos limitaremos a dos niveles 
(p =2) y dos experimentos en cada nivel (g = 2). Los re- 
sultados de las pruebas las presentamos en la forma de la 
tabla 31. 


Tablo 31 


PEREA Niveles de factor Ey 
—— T F: 


Ter | Feri | Fers 


En tal caso, 
Sior = (ru I} + (ra IH (202) + (ta 


Restamos y sumamos a cada valor observado en el primer 
nivel la media de grupo Tan, y en el segundo, Tere 
Elevando al cuadrado y teniendo en cuenta que la suma 
de todos los productos duplicados es igual a cero (recomen- 
damos al lector verificar esto individualmente), obtenemos 
Sior =2 (gn 24 Eg 28 + ltn Zen)? + 
Hlan ql? (Tn (20 = Siae t Sra 
Así pues, Sior = Stac + Sres 
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Corolario. De la igualdad obtenida se deduce un im- 
portante corolario: 
Sres = Srot — Stac- 
De aquí se aprecia que no hay necesidad de calcular direc- 


tamente la suma residual; es suficiente hallar las sumas total 
y de factor, y luego su diferencia. 


$ 4. Dispersiones total, de factor y residual 


Dividiendo las sumas de los cuadrados de las desviacio- 
nes por el correspondiente número de grados de libertad, ob- 
tenemos las dispersiones total, do factor y residual: 

fos Sene, Sm 
de hemis, de 

donde p es el número de niveles del factor, 
q es el número de observaciones en cada nivel, 

Si la hipótesis fundamental sobre la igualdad de las me- 
dias es cierta, todas estas dispersiones son estimaciones no 
desviadas de la dispersión general. Por ejemplo, teniendo en 
cuenta que el volumen de la muestra es n = pq, deducimos 
que ds = ES tot es la dispersión muestral corre- 
gida, que se sabe, es la estimación no desviada de la disper- 
sión general. 

Nota. El número de grados de libertad p (g — 1) de la dispersión 
residual es igual a la diferencii tre los números de grados de libertad 
do las dispersiones total y tor. En efecto, 


b—10-b-10)=»p—»=»(1— 1). 


$ 5. Comparación de varias medias por el método 
de análisis de dispersi 

Volvamos al problema planteado en cl $ 4: verificar para 
un nivel de significación prefijado la hipótesis nula sobro la 
igualdad do varias medias (p> 2) de conjuntos normales con 
dispersiones desconocidas, pero idénticas. Demostramos que 
la resolución do este problema se reduce a comparar las dis- 
persiones de factor y residual según ol criterio! de Fisher— 
Snedecor (cap. XIX, $ 8). 

1. Supongamos que la hipótesis nula sobre la igualdad de 
varias medias (en adolanto las llamaremos de grupos) es 


38$ 


rta. En este caso, las dispersiones de factor y residual son 
naciones no desviadas de la dispersión general descono- 
cida ($ 4) y, por lo tanto, se diferencian de manera signifi- 
cativa. Si se comparan estas estimaciones por el criterio F, 
evidentemete el criterio indica que la hipótesis nula sobre la 
igualdad entro las dispersiones de factor y residual debe 
aceptarse. 

Por consiguiente, si la hipótesis sobre la igualdad de las 
medias de grupos es cierta, es cierta también la hipótesis de Ja 
igualdad de las dispersiones do factor y residual 

2. Supongamos que la hipótesis nula sobre la 
tre las medias de grupos es falsa. En este caso, al aumentar 
1 icia ontro las medias de grupos sc incrementará la 
de factor, y con ella también la relación For = 


G 
=i . En suma Fose resulta mayor que Fer, y por lo tanto, 
Fes 


lo hipótesis de la igualdad de dispersiones será rechazada. 

De este modo, si la hipótesis de la igualdad de las medias 
de grupos es falsa, también es falsa la hipótesis de la igual- 
dad entre las dispersiones de factor y residual. 

Se demuestra fácilmente a la inversa la certeza do las 
tesis inversas: de la justeza (falsedad) de la hipótesis do las 
dispersiones se deduce la justeza (falsedad) de la hipótesis 
de las medias. 

Así, para. verificar la hipótesis nula de la igualdad de las 
medias de grupos de conjuntos normales con idénticas disper- 
siones, es suficiente verificar por el criterio F la hipótesis nula 
sobre la igualdad. de las dispersiones de factor y residual. En esto 
consiste, precisamente, el método de análisis de dispersión. 


Nota 4. Si la dispersión do factor 
ya de aquí so desprondo la certeza de la hi 
medias de grupos y, poc eso, no hay ne 

Nota. 2. Si no se está seguro di 
igualdad do las dispersiones de los conjuntos examinados p, esta hipó- 
tosis dehoj verificarse, por ejemplo, por el criterio do Cochran. 


Ejemplo. So han realizado 4 experimentos en cada uno 
de los tres niveles. Los resultados do estos experimentos están 
expuestos en la' tabla 32. Para el nivel de significación 0,05 
hay quo verificar, por el método de análisis de dispersión la 
hipótesis nula sobre la igualdad de las medias de grupos. Se 
supone que las muestras so han escogido de los conjuntos 
normales con idénticas dispersiones. 


Niveles del factor F} 
UIRE DA DE TOA 


SOLUCION, Para simplificar el cálculo restamos C = 52 do 
cada valor observado: y, = 7; — 52. Formamos la tabla 
de cálculo 33. 


Tabla 33 


Número der 
experimento t 


1 14 1} of o joj 500 
2 oj of 2| 4|-s| 6 
3 4| f ¿Ji |] 4 
4 5125 | of | oj o 


Utilizando la tabla y teniendo en cuenta que el número de 
niveles del factor p = 3, el número de experimentos en cada 
nivel q = 4, hallamos las sumas total y de factor de los cua- 
drados de las desviaciones [$ 2, fórmulas (***) y (+*+9)]: 
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T 2 
Iallamos la suma residual de los cuadrados do las des- 


vinciones: 
Sres = Stor — Stac = 266—152 = 144. 
Hollamos s de factor y residual: 
Siae 152 
n= die 


e Mi m ai 
12,67. 
Comparamos las dispersiones de factor y residual por el 


criterio X (cap. XIX, $ 8), para lo cual hallamos el 
valor observado del criterio: 


Tomando en consideración que el número de grados de 
libertad. del numerador k, =2, y del denominador k, =9, así 
como ol nivel de significación a = 0,05, por la tabla halla- 
mos el punto crítico Fer (0,05; 2; 9) = 4,20. 

Puesto que Poss >> Fer, ln hipótesis nula sobre la igual- 
dad de las medias de grupos se rechaza. En otras palabras, 
las medias de grupos sen total» se diferencian de modo sig- 
nificativo. Si es necesario comparar las medias de dos en dos, 
debe utilizarse el criterio £ de Student. 


Nuta 3, Si tos valores observados zı son fracciones decimales con 
una cifra stospués do la coma, conviene pasar a los números y;¿ = 10 
71, — Ç, dondo C es' aproximadamente eli valor medio dol nimero 
0'r. En resumen obtenemos números enterós rolativiamento pequeños, 
Awngue on este caso las disporsiones de factor y residual aumentan 104 
veces, su relación no varia. Por ejemplo, 
za = 12,0, tomando yy) = 10-21) — 123, oblehemos: 
Yu 121-423 = 2, pn = 128 123 = A, yu = 126—123 =3. 
Se procede análogamente, si después de la coma so tiene k cliras: 


y» Si zy = 12,1, Zy = 12,2, 


na 2 C 


3n 


Problemas 


En los problemas 1—2 so necesita verificar para ol nivel de signi- 
ficación 0,05 la hipótesis nula sobre dad de las medias de gru- 
pos. Se supone que las muestras han sido extraídas de conjuntos nor- 
inales con idénticas dispersiones generales. 


L 
stes del factor Py 
Namero e | —— 
experimentos 
s r 
1 2 66 70 
2 55 su 19 
3 67 %6 88 
4 6 98 e 
E) 57,35 | 87,75 | 53,50 | 73,50 | 81,75 
Respuesta Fops=6,13; Fer (0,05; 4; 15)=3,00, 
La Ripótesi3 Aola e rechaza: 
2 
Niveles del tactor P} 
Piperine i 
Cn Fi r Pa Fa 
1 6 6 9 1 
2 7 7 12 9 
3 8 41 13 10 
4 “n n 14 10 
L Tari 3 9 2 9 


Respuesta Fopa=2, 
No hay porque reei 


3n 


Fer (0,05; 3; 42) =3,40. 
Ae pte maa 


valores de la función p(2)= 


Suplemento 1 


E 


Va 


Sesso 
ans oeno 


22225 


1 
1 
4 
1 
F 
1 
1 
1 
1 
1 


Pio 
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TEE 


0024 |0023 | 0022| 0022| 002: | 0020| 0020| 0019 | 0018/0018 | 
om2 |0057 | 0o16 | oorG | 0015 | 0015 | 0014 |0014 | oors f oot3 
ooi2 |0012 |0012] 011 | 0051 | 0010] ooro | 0010 | 0000 | 0009 
0009 | onos | oons | 000s | 0005 | 0007 | 0007 | 0007 | 0007] 0006 
a006 |0008 | 0006 | 0005 | 0005 | 0005 | 0005 | 0005 | 0005 | 0005 
005 |0004 | 00050005 | 0005 | 000% | 0003000 | 00030008 
0008 |0003 | 0005 | 0003 | 0003 | 0002 | 0002 | 0002| 0002| 0002 
0002 [0002 | 0002 | 0002 | 0002 | 0002 0002 | 0002| 000 | 0o01 
Suplemento ? 

22 

v NT È e Tan 

Tabla de valores de la función W(=) va) de 


Continuación 


; | [os 
72 0,3821 | 1,46 | 0,4270 [1,83 
0,13 0,3643 | 4,47 | 0,4292 | 1,84 
0,74 0,2005 | 1,48 | 0,4306 | 4,85 
0,75 0,3086 | 1,49 | 0,4319 [4,96 
0,76 0,3708 | 1,50 | 0,6332 | 1,87 
0/17 0,3729 | 4,54 | 0,4345 | 1,88 
0,78 0,3749 | 1,52 | 0,4357 | 4,80 
0,10 0,3770 | 4,53 | 0,4370 | 1,90 
0,80 o,mo [1,54 | 0,4382 | 1,04 
0,81 0,3810 | 1,55 | 0,4304 | 1,92 
0,82 0,3880 $1.56 | 0,4406 | 1,08 
0,83 0,3849 | 1,57 | 0,418 | 1,94 
0,5 0,3860 | 1,58 | 0,4429 [4,95 
0,85 0,3883 | 1,59 | 0,6441 | 1,06 
0,86 0,3007 | 1,00 | 0,4452 | 1,97 
0,87 0,3025 | 1,61 | 0,4463 | 1,98 
0,85 0,3064 f 1,02) 0,4474 | 4,90 
0,80 0.3062 | 1,63 | 0,4684 | 2,00 
0,30 0,3080 | 1.64 | 0,4495 | 2,02 
0,9 ,3097 | 4,65 

0.82 1,65 

0,93 1,67 

0.0% 1,68 

0.95 4,59 

0,9% 4,70 

0,7 4,11 

0,98 5 j 1.72 

o, 1 1,73 

1,00 E 1,74 

1,0 3 4,75 

1,02 E] 1,76 

1,03 40 4,77 

10 4 1,78 

1,05 m2 1,79 

1,06 43 1,80 

1,07 m 1,81 

1,08 45 1,82 
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-| 00 
2,40 | 0,4018 | 2,60 2,50 | 0,4974 | 2,08 [0,4080 
2,42 | 0,4022 | 2,62 2,82 | 0,4976 | 3,00 |0,49865 
2,44 | 0,4927 | 2,04 2,84 | 0,4077 | 3,20 |0,49931 
2,46 | 0,4091 | 2,68 2,66 | 0,4979 | 3,40 |0,40966 
2,48 | 0,4994 [2,58 2,88 | 0,4980 | 3,60 |0,400841 
2,50 | 0,4038 | 2,70 2,90 | 0,4981 | 3,80 [0,490028 
2,52 | 0,401 | 2,72 2,92 | 0,4982 | 4,00 |0,490008 
2,54 | 0,4945 | 2,74 2,94 | 0,4984 | 4,50 |0,409997 
2,50 | 0,4048 | 2,76 2,96 | 0,4885 | 5,00 [0,599997 
2,58 | 0,4951 | 2,78 

Suplemento 3 


Tabla de valores ty=t (y, 1) 


F 
E ea valea 
LN 
4 H 
s f2.78]|4e0 |se} 20 [2,008 
6 2,57 | 4,03 6,56 | 25 2,064 
t 2,45 | 3,7 5,96 j} 30 2,045 
8 2,37 | 3,50 5,41 | 35 2,032 
9 2,31 | 3,36 5,0 40 2,023 
10 2,26 | 3,25 4,78 45 2,016 
“ 2,3 | 3,17 4,59 50 2,009 
12 2,0 ptl | 4,46 60 [2,001 
13 2,18 7 4,906 
14 2,10 80 1,9% 
15 2,15 9% 4,987 
16 2,13 100 4,984 
a 2,12 120 4,980 
18 2,11 o 1,960 
L 49 2,10 
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Suplemento 4 
Tahla de valores q= (Y. 1) 


; 
5 1,37 | 2,67 | 5,04 20 5 
6 4,09 2,01 3,88 235 y 
7 0,9 1,62 2 E) 5 
8 0,80 1.38 2,42 3 5 
9 0,71 1,20 2,06 40 ñ 

3 w 0,65 1,03 4,80 45 yi 
1 0,59 0.98 4,60 5 5 
a 0,55 0,90 4,45 6 i 
13 0,52 | 0,83 | 1,33 70 0,34 
44 0,4 0,78 1,23 so 0,3 
45 0,46 0,13 4,15 o0 0,29 
16 0,4 | 0.70 | 1,07 100 o. 
17 0,42 0,66 1,01 150 E 
18 0,40 0,63 0,9 El] 0,185 
19 0,39 | 0,60 | 0,92 250 0.162 

Puntos críticos de la distribución 72 
-= E 


25-0260 37 


Continuación] 


Nivel de siguificación a 


= 
x 
3,05 
4,41 
4,66 
5,23 
5,81 
7,04 
8,26 
8,0 
9,5 
10,2 
24 12,4 10,9 
25 13,1 44,5 
2 13,8 12,2 
n 14,6 12,9 
28 15,3 13,6 
2 16,0 14,3 
20 46,8 15,0 
Suplemento 6 
Puntos críticos de la distribución £ de Student 
e 
4 6,31 12,7 61,7 38,3 67,0 
2 2,2 4,90 9,92 22,33 | 31,6 
3 2,35 3,18 5,8 10,22 12,9 
4 2,13 2,18 4,60 147 8,61 
5 2,0 1,57 4,03 5,89 6,80 
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Nivel de significación a realda oriuca BISIEraNY 
FE 0.00 
406 | 245 | 314 | am | osa | 5,06 
1,59 3,0 | 3,50 | 470 | 540 
4,86 200 | 3,56 | 450 | 5,0 
1,83 282 | 325 | 430 | 4,78 
EJ 2,76 | 347 | 4,1% [4,50 
s | 1,80 an | an | 403 [44 
2 | 178 2,68 | 305 | 3,93 |432 
3 |an 65 | 301 | 38 (42 
14 | 476 2,02 | 208 | 3,70 |as 
15 | 1 2,60 | 2,95 | sae | 407 
w | a. 2,5 | 2.9% | 3,00 ¡4.01 
moja 2,51 | 2,90 | 3.05 | 3,90 
8 [a 255 | 288 | 361 | 302 
so | a 2,54 | 2,60 | 335 | 3,68 
a pa 2,53 | 285 55 | 3,85 
a 2 3,52 
2 2 
23 
24 
ES 
E 
El 
28 
2 
EJ 
40 
60 
120 
o 
(región crítica unilateral) 


Suplemento 7 


PO 3282 
e 


mayor) 
menor) 


d 
$ 
á 
i 


; 

i 

E 

dEl 

se |* 
Es 
zii 
333 


game) 
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Puntos críticos de la 


(k—número de grados de liber 


ENT 


2 
45 


w 
120 


Suplemento 
distribución de Cochran 


tad; 1— cantidad de muestras) 


CERI] 


mor | oms} was] oso | 553] anoj sas 
ss | str | 5s96 | assajo 4057 | 305 | 2300 


0,264 | 0,20 


Ad milan 


lalala] 
2 | 0,0985 [0,9750 [0,9302 [0.0057 [0,8772 asi [een 
3 | meoj sro] a977] 7437 mf w 
á | ssf ma] csaj ozs7 smj sws 
a | 0,8412 [0,6638 fo,sos1 [0,5440 |o,suis [0,4783 |v,4504 
o | as) oif ou] as] se| mmf 090 
3 | zmaj sor] swo] 407] aoa) ar) sas 
8 | 0,6708 [0,5157 [0,4177 |u,suro |u,s505 

o | oss| am] smf maf sso 

10 | onoj sso] srs) ssij suzo 

n2 

15 | soo| sm6] zss| 29} 2195 

20 | aso} 275) 205} ii| 735) o| r 
24 | 0,3434 [0.2354 0,1007 fo,1056 [u,1403 [0,1374 [o 186 
30 | z| 1980) asas) 457] izar) 4057] 1001 
40 | oso] if iof 1082] ows uwr) oz 
vo | 0,1737 Jo,113s fo,oso5 0,075 | 0,0002 [u,0025 fosas 

so f os| o| ows) og] os] 0] owe 

œ | moj omo] oof onf mw] om] om 
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CEEI 


o8 | 0,sor0 | 0,7880 | 0,731 | 0,6602 | 0,5813 | 0,5000 
667 | ows} ssf ares | aoai | a333 
som | assa | 4306 | 3720| 3o93 | 250 


0,3645 | 0,3066 | 0,2513 | 0,2000 
asf s| os | sas) 2612| 2099 | 4067 
sa| 3250 | 3154 | zs] 2278| asss) 1020 


o,a 0,1616 | 0,1250 
mos 140) as 
z 1308 | 1000 


0,2187 | 0,2008 | 0,2020 | 0,1737 
455] araa) worm] 1620 


saj 1357 | j so 


0,1206 | u,t100 | o3 | 0,0042 | 0,0743 | 0,0567 | 0,0447 
1002 | ossa | ozs | omm | osos] 0457} 033 
ero] ers | ora | oss| usez | o3w7 | 020 


vano? | oos | owe | 0,0254 | 0,0107 
ozo | oz8 | os | oso | 008% 
ooo | ooo | ooo | 000 | oooo 
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— de correlación, 192-193 
— empirico contral, 249 
condicional, 250 
— inicial, 248-249 
ÓN 105-100 


Z ropresentativa, 202 
— única, 202 


Nivel de significación, 32, 304 


Poligono de frecuencias, 208 
— relativas, 208 

Potencia del criterio, 300-307 
Urgcisión do la estimación, 
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